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摘 要:在线性条件下,从基本的电磁感应定律出发,系统地给出了变压器的各种结论,包括一般电流情形下

无漏磁条件的等价推论和电压比公式,以及交流电情形下的一般等效替换公式和电压比、电流比公式,并分析了空

载电流和功率平衡问题.还详细讨论了理想变压器的4个条件,指出了现有高中教材中的某些问题,并澄清了一些

误解,如“电流比公式是功率平衡的推论”.
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  变压器是利用电磁感应实现变压的元件,含

原、副线圈,分别处在原、副电路中.线圈包住磁性材

料,其磁化效应非常大,可资利用.本文从基础的电

磁感应出发探讨一系列理论问题.

1 一般电流情形

首先假定两线圈(包括内部的铁芯)是线性元

件(铁芯无磁滞、涡流等铁损),于是可定义自感L1,

L2和互感M.如图1所示建立各物理量的正方向,其

中副电路中电流i2 的正方向可要求 M >0(i2 在铁

芯内产生的磁通方向与i1 产生的一致)而确定.于

是,根据法拉第电磁感应定律,两线圈的感生电动势

(自感与互感之和)分别为

   e1=-L1di1dt-Mdi2dt

   e2=-L2di2dt-Mdi1dt
(1)

图1 变压器

线圈本身由金属制成,满足欧姆定律.设两线圈的内

阻分别为R1,R2,则

    u1=-e1+i1R1

    u2=e2-i2R2 (2)

上述两组方程构成以下讨论的基础.

考虑无漏磁情形.此时,每匝线圈的磁通量Φ都

相等,故原、副线圈的自感电动势又可以写为

e1=-N1
dΦ
dt

e2=-N2
dΦ
dt

于是,结合式(1),有

  e1
e2 =

L1di1dt+Mdi2dt

Mdi1dt+L2di2dt

=N1

N2
(3)

由于i1(t)、i2(t)独立,故有

L1
M =M

L2
=N1

N2

即     M= L1L2

      L1
L2=N2

1

N2
2

(4)

可见 无 漏 磁 时 互 感 系 数 取 得 的 最 大 值 Mmax =

L1L2.
在能量方面,由式(2)和(1)易得

u1i1-u2i2=i21R1+i22R2+

   ddt
1
2L1i

2
1+12L2i

2
2+Mi1iæ

è
ç

ö

ø
÷2 (5)

其意义非常明显:输入功与输出功之差提供了线圈

内阻的焦耳热和介质中磁能的变化.如果线圈内阻

为零,则由式(2)、(3)得到电压比公式

    u1
u2=-e1

e2 =-N1

N2
(6)
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2 交流电情形

假定变压器两边接的都是(二端)线性电路.电

路接通后,经过暂态过程,系统稳定下来,各物理量

都随时间做简谐变化(受迫振动的稳定解),故对任

一量(电流或电压)a(t)= 2Acos(ωt+φ)(A 为有

效值)可 以 引 入 复 数 表 示 a~(t)= 2Aejφejωt =

2A
~

ejωt(j为虚数单位),使得a(t)=Rea~(t).

图2 变压器两端连接二端网络

戴维南定理也适用于交流电路.任意的二端线

性电路都可以用复电动势E
~

和复阻抗Z
~

来描述,即

可以等效为一个恒压源与一个线性元件(电阻、电

感、电容或其组合)的串联,故可以一般性地假定变

压器两边所接电路的参数为E
~

1,Z
~

1 和E
~

2,Z
~

2,如图2
所示.于是有

   E
~

1=I
~

1Z
~

1+U
~

1

   U
~

2=I
~

2Z
~

2+E
~

2 (7)

且由式(2)和(1),有

 U
~

1=(R1+jωL1)I
~

1+jωMI
~

2

 U
~

2=-(R2+jωL2)I
~

2-jωMI
~

1 (8)

解方程组(7)、(8),可得

U
~

1 =
[(R1+jωL1)(Z

~

2+R2+jωL2)+ω2M 2]E
~

1-jωMZ
~

1E
~

2

(Z
~

1+R1+jωL1)(Z
~

2+R2+jωL2)+ω2M 2

U
~

2 =
[(R2+jωL2)(Z

~

1+R1+jωL1)+ω2M 2]E
~

2-jωMZ
~

2E
~

1

(Z
~

1+R1+jωL1)(Z
~

2+R2+jωL2)+ω2M 2

(9)

I
~

1=
(Z

~

2+R2+jωL2)E
~

1+jωME
~

2

(Z
~

1+R1+jωL1)(Z
~

2+R2+jωL2)+ω2M 2

I
~

2=-
(Z

~

1+R1+jωL1)E
~

2+jωME
~

1

(Z
~

1+R1+jωL1)(Z
~

2+R2+jωL2)+ω2M 2

(10)

结果表明电路中的电压、电流如何由电路中的

各种参数来确定.
我们还可以得到非常一般的等效替换公式(图

3).

图3 变压器的等效替换

由式(7)第二式和式(8)两式消U
~

2,I
~

2,得到方程U
~

1

=I
~

1Z
~

2′+E
~

2′,其中

  Z
~

2′=R1+jωL1+ ω2M 2

Z
~

2+R2+jωL2

   E
~

2′=- jωME
~

2

Z
~

2+R2+jωL2

(11)

只与变压器和副电路有关.这就是说,对于原电路的

左部分而言,可以把变压器和副电路等效为电动势

为E
~

2′,阻抗为Z
~

2′的两端网络.同样,由式(7)第一式

和式(8)两式消U
~

1,I
~

1,得到方程E
~

1′=I
~

2Z
~

1′+U
~

2,其

中

 Z
~

1′=R2+jωL2+ ω2M 2

Z
~

1+R1+jωL1

   E
~

1′=- jωME
~

1

Z
~

1+R1+jωL1

(12)

只与变压器和原电路有关.这就是对副电路的右部

分而言,原电路和变压器构成的整体的等效参数.等

效替换公式(11)、(12)跟结果(9)、(10)完全等价,

但形式上更简单.
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3 各种条件导致的简化

如果考虑无漏磁条件(4),则等效替换公式(11)

和(12)中的两个等效复阻抗分别变为

 Z
~

2′=R1+jωL1(Z
~

2+R2)

Z
~

2+R2+jωL2

 Z
~

1′=R2+jωL2(Z
~

1+R1)

Z
~

1+R1+jωL1

(13)

该式表明,复阻抗为Z
~

2′的等效元件可视为由一个复

阻抗 为
(Z

~

2+R2)N2
1

N2
2

的 等 效 元 件 与 一 个 电 感

(jωL1)并联、再与电阻R1串联的结果.Z
~

1′的解释完

全类似.如果进一步还有线圈内阻为零,则由式(9)

或直接由式(6)可得电压变比公式

     U
~

1

U
~

2

=-N1

N2
(14)

注意两电压反相.
以下默认变压器无漏磁且无内阻.要想表达式

足够简单,必须做进一步简化.如果

     |Z
~

2|≪ωL2 (15)

则等效公式(11)变为

  Z
~

2′≈N2
1

N2
2
Z
~

2  E
~

2′≈-N1

N2
E
~

2 (16)

如果      |Z
~

1|≪ωL1 (17)

则等效公式(12)变为

  Z
~

1′≈N2
2

N1
2Z

~

1  E
~

1′≈-N2

N1
E
~

1 (18)

如果条件(15)和(17)同时成立,则由式(10)可得到

我们熟知的电流变比公式

     I
~

1

I
~

2

≈-N2

N1
(19)

注意两电流反相.

但若副电路断路(|Z
~

2|→ ∞),则违背条件

(15).此时由式(10),有

I
~

1=I
~

10 ≡ E
~

1

Z
~

1+jωL1

  I
~

2=0 (20)

即空载时虽然副电路中无电流,但原电路中存在空

载电流I
~

10.另一常见情形是副电路无源(E
~

2=0),此

时由式(10)得

   I
~

1

I
~

2

= jZ
~

2

ω L1L2
-N2

N1
(21)

容易得出,该式变为式(19)的前提也是条件(15).

而若Z
~

1=0,则由式(10)和(20)可计算出I
~

1,I
~

2,

I
~

10,发现它们满足

    I
~

1=I
~

10-N2

N1
I
~

2 (22)

其他情形都可以从一般结果(9)~ (13)中得到.
在能量方面,变压器的输入功率与输出功率即

是在无内阻时也不一定瞬时相等,因为线圈可以储

存和释放磁能(见式(5)).但我们感兴趣的是平均效

应 .注意交流电的平均功率不是UI,而是P
-

=UI

cosφ=Re(U
~*
I
~),因为电压与电流之间存在相位

差.即使在变压器有内阻、有漏磁的情形,由式(9)

和(10)直接计算,得到

    U
~*
1I

~
1-U

~*
2I

~
2-|I

~
1|2R1-

    |I
~
2|2R2=纯虚数 (23)

(结果复杂,从略),取其实部就得到:平均输入功率

与平均输出功率之差提供线圈的焦耳热.当然,这一

结果也可以由式(5)对时间取平均而得到.对于变

压器无内阻、无漏磁且副电路无源情形,由式(14)

和(21)以及式(4),可以更简单地得到

  U
~*
1I

~
1= 1+ Z

~
2

jωL
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
U
~*
2I

~

2=

    U
~*
2I

~
2+|U

~
2|2

jωL2
(24)

故U
~*
1I

~
1 与U

~*
2I

~
2 的差也是纯虚数.所以,无论如何,

能量守恒在平均意义上都成立.而当式(14)和(19)

都成立时,则不仅平均功率相等,瞬时功率也相等.
但此时任何一边的电流与电压之间仍可能有相位

差.

4 理想变压器的定义

在以上的推理中,我们先后做了如下假定.

a:铁芯是线性介质,无铁损(磁滞和涡流).磁介

质跟电介质不同之处在于:线性磁介质都跟真空没
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有多大区别(|μr-1|≪1),而磁化效应强的介质都

是非线性的铁磁质,从而在数学上不好处理.铁磁质

不仅非线性,而且其磁化情况还依赖于历史(非单

值),存在磁滞回线,造成能量耗散.变压器中的铁芯

通常都是用磁滞回线细窄的软铁制成,从而可以忽

略磁滞.但非线性特征仍然存在,这使得B∝I,Φ∝
I和式(1)都不成立.故而,我们还要求介质工作时

远离磁化饱和区,这样就可以近似将其视为线性介

质,使得自感系数L和互感系数M 获得意义.此外,

铁芯是导体(主要是硅钢),交变磁场会在其中引起

涡流和焦耳热,也造成能量耗散.用彼此绝缘的硅钢

片制成铁芯,可以极大地减少涡流损耗,从而可以忽

略之.

b:无漏磁.有漏磁情形在数学上可以处理,但

表达式复杂[见式(9)、(10)],且连电动势的比值关

系(3)都没有,更别说我们熟悉的电压比和电流比

公式了.

c:线圈内阻可忽略(无铜损).此时平均输入功

率等于平均输出功率.

d:两线圈自感(铁芯磁导率)很大,感抗趋于无

穷[见式(15)和(17)].此时,空载电流[见式(20)~
(22)]可忽略.

这4个条件的重要性依次递减.条件a是基础,

没有它本文中除能量守恒外其他结论皆不成立.只

在专门的电工学中才研究非线性和铁损问题.条件

a使得我们可以用比较简单的数学来处理问题,尤

其是使得方程(1)成立.仅靠这一条,我们已经得到

了结果(9)、(10)和等效替换公式(11)、(12),只是

不够简单而已.条件b为进一步简化结果提供了很

大便利,而如果只考虑条件a,c的话,结果得不到多

少简化.由前3个条件可以得到电压比公式(6)和

(14),而由所有4个条件才得到电流比公式(19)和

等效替换公式的常见形式(16)和(18).
而且,条件a,b只跟变压器自身情况有关,而条

件c,d则有赖于外在情况.比如,副线圈短路时条件

c不成立,断路时条件d不成立.所以把条件c,d当

成对变压器的要求多少有些奇怪,更合适的说法是

对“变压器处于理想状态”的要求.所以条件c,d应

该排在a,b之后.

那么,什么是理想变压器? 大学教材[1~3]对其

的定义普遍包括了以上4条,只是顺序各异,未按重

要性排列.故综合来说,满足上述4个条件的变压器

称为理想变压器,其常用性质是电压比公式(14)、电

流比公式(19)和等效替换公式(16)和(18).
另外要说明的是,本文标题中的“线性条件”包

含两层意思:线圈包围的介质是线性的;交流电路中

的所有元件都是线性的.例如欧姆定律的成立就意

味着该元件是线性的.如果电路中含二极管,那么本

文从第二部分开始的所有讨论都不成立(但第一部

分仍成立).

5 对中学物理教材处理理想变压器问题的建议

中学教材是如何处理理想变压器的呢? 教材

[4]和[5]给出的定义都是没有能量损失(线圈铜

损、铁芯铁损)的变压器,但它们又都出现了电压比

公式.显然,该定义中只涉及条件a,c,而电压比公

式的成立还需条件b.这是二者的一个缺憾.
至于电流比公式(19),教材[5]认为可以由“输

入功率与输出功率相等”推出(这可能也是很多人

的 观点).然而我们已经看到,只要内阻为零,就有

P
-
1=P

-
2[见式(23)~ (24)],但此时式(19)却不成

立.究其原因,这是直接套用直流电功率公式P=UI
所致,未注意到交流电情形下功率是变化的,而平均

功率要考虑电压和电流的相位差:P
-

=UIcosφ=

Re(U
~*

I
~).此时UI只是视在功率.由(平均)功率平

衡只能得到U1I1cosφ1=U2I2cosφ2,故而即使电压

比公式成立也得不到电流比公式.
教材[4]倒是没有直接出现电流比公式,但在

习题中显然无法回避.此时它谨慎地指出“以下各题

都不考虑电感和电容的影响”.其言下之意就是:此

时按直流电的功率公式处理.但“不考虑电感的影

响”跟线圈自感很大的要求不矛盾吗? 由于高中阶

段只能用直流公式P=UI 来处理交流电的平均功

率P
-
,而这种做法只有在两边的功率因数cosφ都约

等于1时才是可行的,故而我们研究电压和电流的

相位差.

为比较相位,可计算U
~

I
~ .把条件b,c,d代入式
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(9)、(10),可以发现U
~
1

I
~
1

和U
~

2

I
~

2

的表达式复杂,无法得

到cosφ≈1.但加上E
~

2=0,则马上得到[参见式

(16)]

U
~

1

I
~

1

≈N2
1

N2
2
Z
~

2  U
~

2

I
~

2

=Z
~

2

故只要进一步要求副电路中的负载近似为电阻

性的,则变压器任一边的电压和电流就可以视为同

步,从而可以直接套用直流电功率公式.数下来,达

到 该结论用到了6个条件.也就是说,为了使公式

P
-
=UI成立,需要条件a~d以及副电路无源且其负

载为电阻性.由此可知,所谓“不考虑电感和电容的

影响”,指的是负载;变压器的两线圈仍必须视为电

感非常大.
与此相关的一个误解是:空载时变压器中有空

载电流I10,故此时功率U1I10 ≠0,这是因为变压器

存在铜损、铁损,需要消耗能量.作为实际变压器,能

量损耗当然是空载电流存在的原因之一,但本文式

(20)~(22)的得到都是以无能量损耗为前提.也就

是说,假定条件a,c后就已经无能量损耗了,但照样

存在空载电流.此时的真正解释是:虽然U1I10≠0,

但它不是功率;功率是U1I10cosφ.把|Z
~

2|→ ∞ 和

R1=R2=0代入式(9),可得

U
~

1= jωL1E
~

1

Z
~

1+jωL1

=jωL1I
~

10

[见式(20)].从另一角度看,空载时副电路电流为

零,互感不起作用,于是原线圈作为纯电感元件当然

满足上式.所以,U1,I10 之间的相位差是π
2
,故功率

为零,仍然功率平衡,根本不存在能量损耗.
交流电和理想变压器是一项高考内容[6].2016

年全国高考理综 Ⅰ 卷第16题就考查了理想变压器

的知识[7].文献[8]对该题进行了详尽分析,其中用

到了电压比和电流比公式(或等效替换公式).然而,

题干中说的是“理想变压器”,而根据高中教材,“理

想变压器”只是符合条件a,c而已,其逻辑推论只是

式(9)、(10)或(11)、(12)(令R1=R2=0).这显然不

是出题者的本意.题目显然希望考察学生对电压比

和电流比公式的掌握,然而二者的其他前提b和d
是独立于a和c的.

因此,建议中学教材在该方面考虑再周全一些.
出于可接受性的考虑,不宜在教材中出现“线性介

质”和“感抗趋于无穷”等字眼,故而可以把无能量

损耗(条件a的一部分和条件c)、无漏磁(条件b)、电

压比公式(条件a,b,c的推论)、电流比公式(条件a,

b,c,d的推论)这4条作为理想变压器的定义,并指

出电流比公式不是功率平衡的推论,而是一个独立

要求.这“新四条”仍可视为是完备的.还有一点是,

要回避副电路中有交流电源、或者有电容、电感作为

负载的情形,这样才可以大胆使用公式P
-
=UI.

也许会有意见说,高中教材中的“无能量损失”

条件包括了无漏磁,因为有漏磁时变压器外会有变

化的磁场,导致电磁波向外辐射能量.这一说法不能

说错,但它跟在日常问题中考虑相对论效应一样没

有什么意义.实际上,这一辐射的能量极小,因为变

压器的尺度远小于相应的波长,从而完全应该视为

似稳电路[1].如果要在条件a之前再加一条的话,那

就是:电路是似稳的,从而不考虑电磁波辐射.这是

理所当然被默认而无需指明的,人们只会去谈论铁

损、铜损,不会提及电磁波,正如讨论化学反应中的质

量是否守恒时不会去计较爱因斯坦质能关系一样.
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