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摘 要:旨在计算长直交变电流在共面圆形线圈中产生的感应电动势和感应电流.利用磁场的安培环路定理、

法拉第电磁感应定律等物理原理,以及残数定理、一阶线性非齐次微分方程等高等数学知识,详细推导了导线与线

圈圆心之间的距离大于线圈半径时圆形线圈中产生的感应电动势和感应电流,并得到了他们的解析表达式.望本

文可以为教师和同学们提供一些有用的参考,有利于同学们更好地掌握感应电动势和感应电流的求解方法以及高

等数学知识的运算.
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  在大学物理教材中,利用法拉第电磁感应定律

求解变化磁场中导体线圈上的感应电动势的例子很

多,如长直交变电流磁场中矩形线圈上的感应电动

势,变化的均匀磁场中矩形线圈和圆形线圈上的感

应电动势[1~3].但是,对于长直交变电流磁场中圆形

线圈上的电磁感应问题,很少有人求解过.在本文

中,利用磁场的安培环路定理、法拉第电磁感应定律

和高等数学知识,对这个问题进行了讨论,计算了导

线与线圈圆心之间的距离大于线圈半径时线圈中的

感应电动势和感应电流.

1 圆线圈中的感应电动势

如图1所示,已知无限长直导线AB中通有交变

电流i(t)=I0sinωt,半径为R的平面圆形线圈与长

直导线AB 共面,导线与线圈圆心之间的距离为d,

且有d>R.线圈处在导线AB 的右边,线圈平面内

磁场非均均分布,但方向总是相同.建立如图所示坐

标系,在(r,θ)处取面积元dS=rdrdθ,由安培环路定

理可得:长直交变电流i(t)在dS处所产生的磁感应

强度大小为

   B(t)= μ0i(t)
2π(d+rcosθ)

(1)

方向垂直纸面向里.穿过dS的磁通为

 dΦ=B(t)dS= μ0i(t)
2π(d+rcosθ)rdrdθ

(2)

图1 圆形线圈平面的磁通(d>R)

则穿过圆形线圈的总磁通为

 Φ=∫
R

0∫
2π

0

μ0i(t)
2π(d+rcosθ)rdθdr=

  ∫
R

0∫
2π

0

μ0ri(t)
2πd

1
1+εcosθdθdr

(3)

其中ε=r
d <1,令

I=∫
2π

0

1
1+εcosθdθ
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利用残数定理[4]可以求解函数I的积分,令z=eiθ,

得

  I=∫z =1

1

1+εz+z-1

2

dz
iz=

  2iε∫z =1

1

z2+2εz+1
dz (4)

令 f(z)= 1

z2+2εz+1

且f(z)的分母有两个一阶零点

z1=-1ε +1ε 1-ε2

和 z2=-1ε -1ε 1-ε2

只有 z1 <1,所以在单位圆 z1 =1内只有一

个一阶极点z1=-1ε +1ε 1-ε2,在此极点函数

f(z)的残数[4]为

 Res[f(z)]=lim
z→z1

1
z-z2= ε

2 1-ε2
(5)

因此式(4)的积分为

 I=2iε
·2πi·Res[f(z)]= 2π

1-ε2
(6)

将式(6)代入式(3),得穿过圆形线圈平面的总磁通

为

  Φ=∫
R

0

μ0ri(t)
2πd

2π
1-ε2

dr=

   μ0i(t)∫
R

0

r
d2-r2

dr=

    μ0i(t)(d- d2-R2) (7)

由式(7)可知:载流直线和圆线圈之间的互感

系数M 为

  M= Φ
i(t)=μ0(d- d2-R2) (8)

由此可见,互感系数M 只与它们之间的相对位

置、圆线圈的尺寸以及介质有关,与长直交变电流大

小无关.

由法拉第电磁感应定律可得圆形线圈中的感应

电动势为

    E=-Mdi
(t)
dt =

  -μ0(d- d2-R2)di(t)
dt =

  -μ0(d- d2-R2)I0ωcosωt=

    -Emcosωt (9)

其中Em=μ0I0ω(d- d2-R2).

2 圆线圈中的感应电流

假设圆线圈的自感系数为L,等效电阻为r,感

应电流为I(t),则圆线圈的等效电路如图2所示.

图2 圆形线圈平面的等效电路

由欧姆定律可得

   E=rI(t)+LdI
(t)
dt

(10)

即

 dI
(t)
dt =-r

LI(t)-Em

Lcosωt
(11)

式(11)是一阶线性非齐次微分方程[5],为了求其

解,先求解一阶线性齐次微分方程

    dIdt=-r
LI (12)

得

    I=Ce-r
Lt (13)

再令

    I(t)=C(t)e-r
Lt (14)

代入式(11),化简可得

  ddtC
(t)=-Em

Le
r
Ltcosωt (15)

利用积分公式[6]

 ∫eαxcosβxdx=αcosβx+βsinβx
α2+β2

eαx (16)
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可得式(15)的解为

C(t)=- Em

r2+ω2L2
e

r
Ltcos(ωt-θ) (17)

其中θ=arctanωLr .将式(17)代入式(14)即可得圆

线圈中的感应电流为

I(t)=- Em

r2+ω2L2
cos(ωt-θ)=

-μ0I0ω(d- d2-R2)
r2+ω2L2

cos(ωt-θ) (18)

3 结论

综上所述,本文计算了长直交变电流在共面圆

形线圈中产生的感应电动势和感应电流.利用磁场

的安培环路定理、法拉第电磁感应定律等物理原理,

以及残数定理、一阶线性非齐次微分方程等高等数

学知识,详细推导了导线与线圈圆心之间的距离大

于线圈半径时圆形线圈中产生的感应电动势和感应

电流,并得到了他们的解析表达式.希望本文可以为

教师和同学们提供一些有用的参考,有利于同学们

更好地掌握感应电动势和感应电流的求解方法以及

高等数学知识的运算.

参 考 文 献

1 吴百诗.大学物理(上册)(第二次修订本).西安:西安交

通大学出版社,2004

2 程守洙,江之永.普通物理学(2)(第5版).北京:高等教

育出版社,1998

3 周逊选,黄伯坚.新编普通物理解题(修订本).武汉:华

中科技大学出版社,2001

4 四川大学高等数学教研室.高等数学(第四册)(第2版).

北京:高等教育出版社,1985

5 同济大学数学教研室.高等数学(下册).北京:高等教育

出版社,2002

6 徐利治.现代数学手册(经典数学卷).武汉:华中科技大

学出版社,2000

InducedElectromotiveForceandInducedCurrent
ofaCircularCoilinMagneticFieldof
aLongDirectAlternatingCurrent

ZouJunjun
(Chang′AnUniversity,SchoolofAutomobile,Xi′an,Shaanxi 710064)

Abstract:Thepurposeofthispaperistocalculatetheinducedelectromotiveforceandinducedcurrentofa

circularcoilin magneticfieldofalongdirectalternatingcurrent.ByusingthephysicalprinciplesofAmpere

circuitaltheoremandFaraday'slawoflectromagneticinduction,andthemathematicalknowledgeoftheresidual

numbertheoremandthefirstorderlinearnonhomogeneousdifferentialequation,theinductionelectromotiveforce

andinductioncurrentinthecircularcoilarederivedindetailwhenthedistancebetweenthedirectcurrentandthe

coilcenterisbiggerthantheradiusofthecoil.Andtheiranalyticalexpressionsarealsoobtained.Wehopeitcan

providesomeusefulreferenceforteachersandstudents,andcanhelpstudentstobettergraspthesolutionmethod

ofinductionelectromotiveforceandinductioncurrentandtheuseofhighermathematicsknowledge.
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