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摘 要:构建了一维 M形势垒的模型,探讨了微观尺度下 M形势垒结构中电子的势垒贯穿问题.通过求解薛

定谔方程给出了透射系数的表达式,数值分析了透射系数随入射电子的能量、势垒高度和宽度的变化情况,并系统

地比较了 M形和方形势垒的透射系数.
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1 引言

在经典力学的范畴,宏观物体不能跨越比其动

能大的势垒,该类经典力学案例最常见的有两种,其

一,小球克服重力势能跨越斜木板问题:斜木板顶端

和底端的重力势能差大于小球初始动能时,从底端

出发的小球不可能跨过斜木板;其二,带电粒子克服

电势能跨越电容器的两个极板问题:电容器两极板

的电势能差值大于带电粒子的初始动能时,从极板

低电势能一端出发的带电粒子不能到达另一极板.

从上面两个案例可知经典力学表现出很强的因果定

律,在力的作用下,物体具有决定性的运动状态.但

是同样的两个案例,如果将物体的尺寸都减小到微

观领域纳米量级,经典力学的决定性结果将不再成

立.这时物体变成微观粒子,波粒二象性的特征非常

显著,其运动状态服从量子力学中波函数描述的结

果,并可能导致与经典力学完全相违背的结果出

现[1],即:微观物体能够贯穿比其动能大的势垒,这

种势垒贯穿现象在量子力学领域被称为隧道效应.

隧道效应在显微技术领域具有相当重要的应用价

值,催生了扫描隧道电子显微镜的诞生[1].针对势垒

贯穿问题,很多教材和文献都进行了讨论,最典型的

有量子力学教材中方形势垒的贯穿问题[1,2],此外,

文献[3]分析了一维多个位势结构的透射系数,并

对其中的谐振隧穿现象进行了讨论;文献[4]计算

了一维梯形势垒的透射系数,并讨论了透射系数随

势垒斜率的变化;文献[5]计算了一维三角形多势

垒结构的共振透射系数.上述研究从不同结构出发,

对一维体系的势垒贯穿现象进行了分析和讨论.基

于上述研究结果,本文设计了一维 M 型势垒结构,

该结构对应着部分量子点内部的势能分布情况,当

微观粒子(如电子)透过M形势垒时,其透射系数的

分析对其电导和输运特性非常重要,因此本文利用

薛定谔方程对电子通过 M 形势垒时的透射系数进

行了求解和数值分析.

2 理论模型和求解

一维 M形势垒的模型如图1所示.考虑电子从

势垒的左边入射,M形势垒的宽度为a,高度为U0.

将整个势垒分为4个区域:Ⅰ 区(x <0),Ⅱ 区

0≤x<aæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,Ⅲ区 a

2 ≤x≤æ

è
ç

ö

ø
÷a ,Ⅳ区(x>a).

根据模型图,M形势垒的空间分布函数可表示为
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上式中f=2U0

a .

图1 M形势垒的模型图

从经典力学的角度,当电子的能量E 小于势垒

的高度U0,则电子不能到达势垒的 Ⅱ,Ⅲ,Ⅳ 区.但

是经典力学只能求解宏观粒子低速运动问题,对于

微观粒子,应该用量子力学方法求解.式(1)中势能

分布与时间无关,反映微观粒子全部运动状态的波

函数满足一维定态薛定谔方程[1,2]

-ћ2
2m
d2Ψ(x)
dx2 +U(x)Ψ(x)=EΨ(x) (2)

式中m 为电子的有效质量,ћ为普朗克常量,E 为电

子的本征能量,Ψ(x)为属于本征能量E 的本征波

函数.这里为了简便,忽略势垒对电子有效质量的影

响,默认电子的有效质量为其静止质量,m=9.1×

10-31kg.

接下来在每个势垒区列出定态薛定谔方程,并

分别进行求解.

在 Ⅰ 区和 Ⅳ 区,电子的波函数均满足

   -ћ2
2m
d2Ψ(x)
dx2 =EΨ(x) (3)

令

k= 2mE
ћ

式(3)可简化为

    d
2Ψ(x)
dx2 +k2Ψ(x)=0 (4)

则 Ⅰ 区电子波函数的通解可表示为

   ΨⅠ(x)=AⅠeikx +BⅠe-ikx (5)

式(5)中ΨⅠ(x)的下标 Ⅰ 表示波函数的取值范围

在 Ⅰ 区,下文波函数的表示方法均类似,AⅠ 和BⅠ

为波函数的待定系数,AⅠeikx 表示 Ⅰ 区向x正方向

运动 的 电 子 的 波 函 数,即 电 子 的 入 射 波 函 数;

BⅠe-ikx 表示Ⅰ区向x负方向运动的电子的波函数,

即电子的反射波函数.同理,Ⅳ 区电子的波函数可

表示为

  ΨⅣ(x)=AⅣeikx +BⅣe-ikx (6)

上式中AⅣ 和BⅣ 为 Ⅳ 区电子波函数的待定系数,

AⅣeikx 表示 Ⅳ 区向x正方向运动的电子的波函数,

即透射后电子的波函数;BⅣe-ikx 表示Ⅳ区向x负方

向运动的电子的波函数.由于电子是从左边入射,到

达右边 Ⅳ 区后不会再有反射,所以 Ⅳ 区的电子只

能向右运动,因此BⅣ =0.

在 Ⅱ 区,电子的波函数满足

-ћ2
2m
d2ΨⅡ(x)
dx2 +(U0-fx)ΨⅡ(x)=

       EΨⅡ(x) (7)

令

κ= 2mf
ћ

æ

è
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ø
÷
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ξ=κ
f
(U0-E-fx)

式(7)可简化为

   d
2ΨⅡ(ξ)
dξ2

-ξΨⅡ(ξ)=0 (8)

上式为Airy方程[5,6],其解为第一类艾里函数Ai(ξ)

和第二类艾里函数Bi(ξ)的线性组合

  ΨⅡ(ξ)=AⅡAi(ξ)+BⅡBi(ξ) (9)

式中AⅡ 和BⅡ 为 Ⅱ 区电子波函数的待定系数.

在 Ⅲ 区,电子的波函数满足

- ћ2
2m2

d2ΨⅢ(x)
dx2 +(fx-U0)ΨⅢ(x)=

       EΨⅢ(x) (10)

令

ζ=κ(fx-U0-E)
f
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式(10)亦可简化为Airy方程

   d
2ΨⅢ(ζ)
dζ2

-ζΨⅢ(ζ)=0 (11)

则Ⅲ区电子的波函数可表示为Ai(ζ)和Bi(ζ)的线

性组合

  ΨⅢ(ζ)=AⅢAi(ζ)+BⅢBi(ζ) (12)

式中AⅢ 和BⅢ 为 Ⅲ 区电子波函数的待定系数.

上面已经求完4个势垒区波函数的通解,随后

根据波函数的连续性条件得出待定系数间的关系,

并求出透射率.波函数有3个边界,分别在x=0,x=

a
2
,x=a处.在x=0处,根据波函数及其一阶导数

连续,有

 AⅠ +BI=AⅡAi(ξI)+BⅡBi(ξI) (13)

     ikAⅠ -ikBⅠ =

  -κAⅡAi'(ξⅠ)-κBⅡBi′(ξI) (14)

上面两式中

ξI=
κ(U0-E)

f

对应x=0时变量ξ的取值.Ai′(ξI)和Bi′(ξⅠ)分别

表示第一类和第二类艾里函数的一阶导数在ξⅠ 处

的取值.在x=a
2

处,根据波函数及其一阶导数连

续,有

   AⅡAi(ξⅡ)+BⅡBi(ξⅡ)=

   AⅢAi(ζⅡ)+BⅢBi(ζⅡ) (15)

   -κAⅡAi′(ξⅡ)-κBⅡBi′(ξⅡ)=

   κAⅢAi′(ζⅡ)+κBⅢBi′(ζⅡ) (16)

在式(15)和(16)中

ξⅡ =ζⅡ =-κE
f

对应x=a
2

时变量ξ和ζ 的取值.在x=a处,根据

波函数及其一阶导数连续,有

 AIVeika =AⅢAi(ζI)+BⅢBi(ζⅠ) (17)

     ikAIVeika =

   κAⅢAi′(ζⅠ)+κBⅢBi′(ζⅠ) (18)

式(17)和(18)中

ζⅠ =κ(U0-E)
f

对应x=a时ζ 的取值,根据对比有

ξⅠ =ζⅠ

令

u=Ai(ξⅠ)  σ=Bi(ξⅠ)

u′=Ai′(ξⅠ)  σ′=Bi′(ξⅠ)

c=Ai(ξⅡ)  d=Bi(ξⅡ)

c′=Ai′(ξⅡ)  d′=Bi′(ξⅡ)

式(13)~ (18)可分别简化为

  AⅠ +BⅠ =uAⅡ +σBⅡ (19)

ikAⅠ -ikBⅠ =-κu′AⅡ -κσ′BⅡ (20)

  cAⅡ +dBⅡ =cAⅢ +dBⅢ (21)

-c′AⅡ -d′BⅡ =c′AⅢ +d′BⅢ (22)

  AIVeika =uAⅢ +σBⅢ (23)

 ikAIVeika =κu′AⅢ +κσ′BⅢ (24)

利用ik乘以式(23)再减去式(24)得

    AⅢ =-β
αBⅢ (25)

上式中

α=κu′-iku

β=κσ′-ikσ

将式(25)代入式(23)得

  BⅢ = iku-κu′
κ(uσ′-u′σ)e

iakAIV=

    -πακe
iakAIV (26)

上式中利用了艾里函数的性质:对于任意的变量ξ,

艾里函数满足朗斯基行列式

W Ai(ξ),Bi(ξ[ ])=
Ai(ξ) Bi(ξ)

Ai′(ξ) Bi′(ξ)
=1π

即有

uσ′-u′σ=1π

cd′-c′d=1π

将式(26)代入式(25)得

     AⅢ =πβκe
iakAIV (27)
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利用c′
c

乘以式(21)再加上式(22),并利用

cd′-c′d=π-1 简化得

  BⅡ =-2πcc′AⅢ -πc′d+( )cd′ BⅢ (28)

利用d′
d

乘以式(21)再加上式(22)得

  AⅡ =πcd′+( )c′d AⅢ +2πd′dBⅢ (29)

利用ik乘以式(19)再加上式(20)得

   2ikAⅠ =-αAⅡ -βBⅡ (30)

将式(28)和(29)代入式(30)得

     2ikAⅠ =

 -α πcd′+( )c′d AⅢ +2πd′dB[ ]Ⅲ +

 β2πcc′AⅢ +πcd′+( )c′d B[ ]Ⅲ (31)

将式(26)和(27)代入式(31),并整理公式可得

AIV

AⅠ
=1π2

iκke-iak

cc′β2+d′dα2- cd′+( )c′d αβ
(32)

由式(32)可得 M形势垒电子的透射系数

     T= AIV

AⅠ

2

=

1
π4

κ2k2
|cc′β2+d′dα2- cd′+( )c′d αβ|2

(33)

对于宽度为a,高度为U0 的方形势垒,透射系

数的表达式为[1]

 T=

4θ2k2
(k2-θ2)2sin2(θa)+4θ2k2

  E>U0

4
4+4k2a2

         E=U0

4ϑ2k2
(k2+ϑ2)2sinh2(ϑa)+4ϑ2k2

 E<U

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

0

(34)

上式中

θ= 2m(E-U0)
ћ

ϑ= 2m(U0-E)
ћ

3 数值计算与分析

基于式(33)和(34),下面通过数值求解画出透

射系数随入射电子的能量、势垒的高度和宽度的变

化图像.

图2给出透射系数随电子能量的变化,其中势

垒高度U0=1.0eV,势垒宽度a=0.8nm.实线 M
形势垒的结果显示:当电子的能量为0.68eV时,透

射系数为1,此时电子发生了谐振隧穿,M形势垒相

对电子的运动来说是透明的;在谐振隧穿前,透射系

数会随电子能量的增加而增加;在谐振隧穿后,透射

系数随电子能量的增加会有个减小的过程.虚线方

形势垒的结果给出,只有电子的能量大于势垒的高

度1.0eV时,方形势垒才会出现谐振隧穿.这意味

着 M形势垒比方形势垒更方便电子谐振隧穿,因为

M形势垒比方形势垒中间多了个V形势阱,所以能

在入射电子的能量小于势垒高度时就发生谐振隧

穿.图2结果还显示,即使入射电子的能量大于势垒

的高度,M形和方形势垒电子的透射率也可能小于

1,只有当入射电子的能量远远大于势垒的高度时,

透射系数才会一直接近于1.

图2 透射系数随电子能量的变化

图3给出透射系数随势垒高度的变化,其中入

射电子的能量E=1.0eV,势垒宽度a=0.8nm.M
形势垒的结果显示,在U0=1.97E 时电子会发生谐

振隧穿,在谐振隧穿前,随着势垒高度的增加透射系

数先减小后增加,在谐振隧穿后,透射系数随势垒高

度的增加单调下降,直到透射系数接近于零.

图3 透射系数随势垒高度的变化

对比图3中 M形势垒和方形势垒的结果,可发

现:在U0 <0.66E 时,M形势垒的透射系数一直比
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方形势垒的更小;在U0 >0.66E 时,M形势垒的透

射系数一直比方形势垒的更大.这说明在低势垒区,

电子更容易透射方形势垒,而在高势垒区,电子更容

易透射 M形势垒.
图4给出透射系数随势垒宽度的变化,其中入

射电子的能量E=1.0eV.不同小图中,势垒的高度

U0 不同.结果显示,U0=0.8E时,无论 M形势垒还

是方形势垒,透射系数随着势垒宽度的增加都近乎

呈现周期性的谐振隧穿,且最小透射系数大于0.5;

U0=E时,随势垒宽度的增加,方形势垒的透射系数

迅速单调下降,但 M形势垒的透射系数还是近乎周

期性地呈现谐振隧穿,再次反映 M形势垒相比方形

势垒更容易发生谐振隧穿;在U0=1.5E和U0=2E
时,M形势垒的透射系数发生谐振隧穿的次数相比

U0=E 时减少很多,且透射系数的部分峰值已经小

于1,对应着没有谐振隧穿产生;在U0=4E时,M形

势垒中虽然有透射峰的出现,但已经不会出现谐振

隧穿;在U0=5E 时,更是连透射峰都消失了,透射

系数随势垒宽度的增加迅速单调衰减至零.上述结

果表明,势垒高度与电子的能量差不多大时,M 形

势垒中才容易出现谐振隧穿,随着势垒高度的增加,

M形势垒中发生谐振隧穿的次数会越来越少,直至

没有谐振隧穿产生.

图4 透射系数随势垒宽度的变化

4 结论

本文构造了一维 M形势垒的模型,基于薛定谔

方程的求解,给出了 M 形势垒中透射系数的表达

式,并数值分析了透射系数随入射电子的能量、势垒

高度和宽度的变化情况.结果表明,在势垒高度不变

时,达到谐振隧穿前,透射系数会随入射电子的能量

(下转第30页) 
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过习题巩固学习成果,但微视频没有包含习题讲解

部分.下一步工作考虑在课堂上通过提问的方式检

验学生预习情况;另外,扩大视频资源库,增设习题

讲解模块,满足学生对微视频的需求.
参 考 文 献

1 周战荣,马进,沈晓芳.大学物理微课教学的探索与实

践.物理与工程,2016,26(Z1):121~124

2 雒向东.微时代大学物理教学模式研究———微课教学的

有效应用.赤峰学院学报,2015,31(1):230~232

3 王祖源,倪忠强,吴天刚,等.MOOC起步,从微课开始.

物理与工程,2014,24(2):17~19

4 Shieh,D.These Lectures Are Gonein 60 Seconds.

ChronicleofHigherEducation,2009(26):1~13

5 魏英智,张晓兰,徐宝玉,等.“机械波”的大学物理课堂

教学设计.物理通报,2015(1):18~20

6 何克抗.我国教育信息化理论研究新进展.中国电化教

育,2011(1):1~19

7 周丹,胡玉才,牛雪莲,等.大学物理微课建设的实践与

思考.高教学刊,2017(10):38~40

PracticeandResultAnalysisonMicroCourse
intheTeachingofUniversityPhysics

ZhangLin JiangHongxi LiShe YangMingzhu ZhouBo
(CollegeofScience,HeilongjiangUniversityofScienceandTechnology,Harbin,Heilongjiang 150022)
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summarizedconcreteapplicationsandeffects.Practiceshowedthattheapplicationof micro-videocouldhelp
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的增加而增加,且当电子的能量小于势垒的高度时,

M形势垒中依然会出现谐振隧穿.在入射电子的能

量不变时,达到谐振隧穿前,随着势垒高度的增加透

射系数会先减小后增加,在谐振隧穿后,随势垒高度

的增加透射系数单调下降直至为零.在入射电子的

能量不变时,若势垒高度与电子能量相当,透射系数

随着势垒宽度的增加会近乎呈现周期性的谐振隧

穿,当势垒的高度逐渐变大,M 形势垒中发生谐振

隧穿的次数会越来越少,最后会没有谐振隧穿产生.
进一步,本文将 M形势垒的透射系数和方形势垒的

透射系数做了比较,发现 M形势垒比方形势垒更容

易出现谐振隧穿,在低势垒区,电子更容易透射方形

势垒,而在高势垒区,电子更容易透射 M形势垒.
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