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摘 要:给出了同高度两端点之间悬链线的参数方程.悬链两个端点可以在对称光滑曲线上自由滑动,得到了

长度不变,端点坐标和端点张力与曲线垂直3个约束方程.对于直线和双曲线上自由滑动的悬链线,数值求解3个

约束方程,得到悬链最低点的坐标、端点参数值和长度参数值,并画出了悬链线的平衡位形.
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  一个质量均匀分布的链条,两端固定且在同一

高度,在重力场中的平衡位形是双曲余弦函数.文献

[1]讨论了重心问题,文献[2]讨论了光滑钉子上的

悬挂问题.文献[1]中两个端点是固定的,文献[2]

中链条是搭放在两个端点(钉子)上的.如果链条的

两个端点可以在光滑曲线上自由移动,那么此时悬

链线的平衡位形是什么?

1 链条形状的参数方程

设链条的总长度为2l,两等高悬点间的距离为

2d,链条单位长度的质量为λ,图1中链条最低点记

为O′,设O′P 段绳子长度为s,θ为链条上过P 点的

切线与水平方向的夹角.

图1 悬链线受力分析模型图

图中 T0 为最低点链条的张力大小,令 T0 =
aλg,a称为长度参数.由O′P 段绳子受力平衡可以

得到s=atanθ.以最低点O′为坐标原点,作变量代

换tanθ=sinhτ,可以得到悬链线的参数方程

   
x=∫

τ

0
cosθds=aτ

y=∫
τ

0
sinθds=a(coshτ-1)

(1)

设链条最低点到最高点的垂直距离(高度)是h,端
点的参数是τ0,那么悬链线的半宽度d,高度h,半

长度l有以下表示

      d=aτ0

     
h=a(coshτ0-1)

l=asinhτ0
(2)

2 约束方程

假如悬链的两端可以在光滑曲线上自由移动,

那么平衡时的悬链线形状如何表示? 由于上节的悬

链线是对称的,为简单起见,假设这个光滑曲线关于

y轴是对称的,悬链线关于y轴也是对称的,即两个

端点在同一高度.上节中悬链线的参数表示式(1)

是相对最低点的,所以我们需要确定最低点的坐标.
设平衡时悬链线的最低端坐标是(0,yc),那么悬链

线一个端点(譬如右端)的坐标是

   
x=aτ0

y=yc+a(coshτ0-1)
(3)

设曲线的函数方程是f(x,y)=0,悬链线的端点在

—06—

2020年第1期               物理通报            竞赛与物理专题研修

* 浙江省“十三五”师范教育创新工程.
作者简介:沈旭东(1991  ),男,主要从事高中物理教学工作.



曲线上,由此得到

  f[aτ0,yc+a(coshτ0-1)]=0 (4)

由微分几何的知识可知,曲线在某一点的法向向量

正比 于 ∂f
∂x
,∂f
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

y
,悬 链 线 端 点 切 向 方 向 正 比 于

dx
dτ
,dy
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ τ=τ0
=a1,sinhτ( )0 ,这两个方向是一样

的,由此得到

     

∂f
∂y
∂f
∂x

=sinhτ0 (5)

由式(2),悬链线的长度约束是

      l=asinhτ0 (6)

如果曲线的函数方程具体给出,那么求解式(4)~
(6)这3个方程,就能得到长度参数a,端点参数τ0
和最低端坐标yc 的值,从而得到悬链线的平衡位

形.

3 两直线上自由滑动的悬链线

为简单起见,设右边直线方程为

f(x,y)=x+y
由式(5)得到sinhτ0=1.设悬链半长度为1,由式

(6)长度参数a=1,由式(4)

   τ0+yc+coshτ0-1=0 (7)

数值求解得到两个参数值分别为τ0=0.8814和

yc=-1.2956,由此得到两个直线上自由滑动悬链

线的平衡位形如图2所示.

图2 两个直线上自由滑动悬链线的平衡位形

3 双支双曲线上自由滑动的悬链线

为简单起见,设双曲线方程为

f(x,y)=x2-y2-1
由式(4)得到

(aτ0)2-[yc+a(coshτ0-1)]2-1=0 (8)

由式(5)得到

  -yc+a(coshτ0-1)
aτ0

=sinhτ0 (9)

设悬链线的半长度为2,由式(6),长度约束方程是

      2=asinhτ0 (10)

数值求解得到

a=2.3939 τ0=0.760116 yc=-2.24575
由此得到双曲线上自由滑动悬链线的平衡位形如图

3所示.

图3 双支双曲线上自由滑动悬链线的平衡位形

4 单支双曲线上自由滑动的悬链线

为简单起见,设双曲线方程为

f(x,y)=-x2+y2-1
由式(4)得到

 -(aτ0)2+ yc+a(coshτ0-1[ ])2-1=0(11)

由式(5)得到

 -yc+a(coshτ0-1)
aτ0

=sinhτ0 (12)

设悬链线的半长度为2,由式(6),长度约束方程是

     2=asinhτ0 (13)

数值求解得到

a=1.72581 τ0=0.989379 yc=-2.89462
由此得到双曲线上自由滑动悬链线的平衡位形如图

4所示.

图4 单支双曲线上自由滑动悬链线的平衡位形

5 总结

我们给出了同高度两端点之间悬链线的参数方

程,如果悬链两端还可以在光滑曲线上自由移动,那
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摘 要:模型的建立对高中物理题目的求解至关重要;而学习迁移是指一种学习对另一种学习的影响,也是利

用已有的知识经验不断地获得新知识和技能的过程.新知识技能的获得能不断地使已有的知识经验得到扩充和丰

富,这就是我们常说的“举一反三”“触类旁通”[1].我们在求解物理问题时往往是将实际问题进行简化,抽象成一个

容易求解的物理题解模型,熟练地运用题解模型可以大幅度提高解题效率.我们将在这篇文章中用求解物理习题

的方式,对怎样更好地运用物理题解模型解题,以及知识的迁移,总结规律,提升解题速度做进一步的探究.
关键词:构建模型  学习迁移  速解问题  提升规律

  2019年版考纲变化对我们的启示,在复习解决

物理问题时要关注:实际情形 → 物理模型 → 物理

规律→实际应用,……多过程考查分析综合的运用

能力;2019年高考物理通过情境化试题考查考生的

物理学科素养.通过分析物理情境构建题解模型,总
结物理规律,进行知识迁移来解决实际问题,从而提

升解题速度,达到培养学生解题能力的目标.

1 构建物理题解模型

解决物理问题,首先分析物理情境,构建物理题

解模型.
【例1】物体静止在光滑的水平地面上,受到一

个水平向右恒力F1 的作用,当速度大小为v1 时撤

去,立即加上反向的另一个恒力F2,作用相同时间

后物体回到出发点,速度大小为v2,则(  )

A.F1∶F2=1∶2  B.F1∶F2=1∶3
C.v1∶v2=1∶3  D.v1∶v2=1∶2
分析:物体先做匀加速运动,后做匀减速运动回

到原处,整个过程中的位移为零.结合位移 时间公

式得出加速度的关系,再结合速度 时间公式得出速

度的关系.
解答:经同样时间t后回到原处,整个时间内物

体的位移为零,设两运动过程加速度分别为a1 和

a2,有

1
2a1t

2+v1t-12a2t
2=0

又 v1=a1t
解得 a2=3a1
因为 v2=v1-a2t=-2a1t=-2v1
所以  v1∶v2=1∶2  F1=ma1  F2=ma2

又 a1=v1
t  a2=

v2-v1
t

解得 F1∶F2=1∶3
故选项B和D正确.

点评:解决本题的关键是掌握匀变速直线运动

的位移 时间公式和速度 时间公式,并能灵活运用

췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍췍

,

么存在3个约束方程,分别为总长度不变、端点坐标

满足曲线方程、端点处的张力方向与曲线的法向一

致.对于具体的直线和双曲线,数值求解这3个约束

方程,得到了悬链最低点纵坐标、长度参数和端点参

数值,从而画出了此时悬链线的平衡位形.如果两个

端点在不同的曲线上滑动,那么端点的两个参数是

不对称的,本文中的式(1)和式(2)需要推广.未知

参量是5个,最低点的长度参数、最低点的两个坐

标、两个端点的参数.约束方程也恰好是5个,两个

端点坐标满足已知曲线方程、两个端点处链条张力

方向与曲线在这点的法向向量一致,以及链条的总

长度不变.5个参数,5个约束方程,理论上也能数值

求解,有兴趣的读者不妨试试.
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