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摘 要:基于三重积分的截面积分法和二重积分的二次积分法,并结合刚体的质心位置、转动惯量和力矩的定

义式,详细讨论了截面积分法在计算刚体的质心位置、转动惯量中的应用,以及二次积分法在计算摩擦力矩中的应

用,实现了三重或二重积分的定义式到定积分计算的衔接.所得结论可帮助学生解决解答这类习题的困难.
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1 引言

力学课程是物理学及相关专业学生的基础课,

也是学生步入大学后的第一门物理课程,部分学生

学习起来比较困难,特别是刚体力学部分,中学与大

学学习方法不同以及数学基础较弱是困扰学生的两

个主要因素.通过多年讲授力学课程发现数学基础

薄弱这一因素更为关键,学生本来对定积分就比较

陌生,到学习计算刚体的质心位置、转动惯量和摩擦

力矩时,所给定义式为三重或二重积分的形式,考虑

到学生没有学习多重积分,而在例题和习题中只计

算一些简单的定积分,即通过合理选取体元或面元

将三重或二重积分简化成定积分[1~3].但对在何种

条件下,如何选取体元或面元才能将三重积分或二

重积分的定义式简化成定积分来计算没有详细的解

题过程,致使学生理解不到位,只能采用“模仿式”

的方法做题,遇到没见过相类似的例题时就束手无

策了.另外,在定积分的计算过程中,有时用直角坐

标,有时用柱坐标系或极坐标系,学生对如何选取合

适的坐标系进行积分也感到困难.

本文从物理概念出发,结合截面积分法和二次

积分法,并考虑到不同坐标系下体元或面元的具体

表示形式,实现了三重或二重积分的定义到定积分

计算的衔接.

2 计算刚体质心位置过程中体元的选取方法

刚体质心位置rc 的定义式为

    rc=∫V
rρdV

∫V
ρdV

(1)

其中dV 为质元的体积,ρ为刚体dV 处的密度,r是

质元dV 的位置矢量.在直角坐标系中,质心位置坐

标记作xc,yc 和zc,dV 写成dxdydz[4],则有

   

xc=∭V
xρdxdydz

∭V
ρdxdydz

yc=∭V
yρdxdydz

∭V
ρdxdydz

zc=∭V
zρdxdydz

∭V
ρdxdydz

(2)

就数学而言,式(2)是3个三重积分,三重积分计算

常用的方法有三次积分法、投影法(“先一后二”法)

和截面法(“先二后一”法),其中截面法是一种计算

三重积分的最简单、最快速的方法[5],将此方法应用

到刚体质心位置和转动惯量的计算中,使积分过程
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变得非常简单.
先来介绍一下截面法,设空间闭区域

V= (x,y,z)|c≤z≤d,(x,y)∈D{ }z

则有

∭
V

f x,y,( )z dV=∫
d

c

dz∬
Dz

f(x,y,z)dxdy (3)

如果在被积区域内被积函数仅是z的函数,则

     ∫
d

c

dz∬
Dz

f(x,y,z)dxdy=

   ∫
d

c

f(z)dz∬
Dz

dxdy=∫
d

c
f ( )zσ(z)dz (4)

其中σ(z)为截面的面积,记作面元,把σ(z)dz记作

体元.
力学中计算质心时,一般只需要计算一个分量,

另外两个分量可以根据对称性求出[1],并且密度ρ
多为常数或仅随需要积分这个坐标变化,例如需要

通过积分得到xc,则密度ρ仅是x 的函数,即ρ=

ρ(x).以需要计算xc 为例,则式(2)中分子的被积

函数可以写成f( )x =xρ(x)仅是x的函数,分母被

积函数ρ也只是x 的函数,则有

   xc=∫
d

c
xρ( )x σ(x)dx

∫
d

c
ρ( )x σ(x)dx

(5)

面元σ(x)是垂直于坐标轴x 的平面,或者说σ(x)

内各点的x 值相等,x 是体元σ(x)dx 的位置,这与

质心位置定义式中坐标x是体元dV 的坐标相一致.

例如求密度ρ=ρ0
x
h
,ρ0 为正常数,底面半径为

R,高为h的圆锥体的质心位置.建立如图1所示坐

标系,选取距圆锥顶点为x,与底面平行,厚度为dx
的薄圆盘为体元,所选体元内各点的x值相同,即选

取的截面垂直于x轴.设所选体元(薄圆盘)的半径

为r,面元σ( )x =πr2,由图可以得到r与x的关系为

r=xR
h

则

σ( )x =πx
2R2

h2

图1 圆锥体体元示意图

由式(5)得

 xc=
∫

h

0
xρ0

x
h
πx2R2

h2 dx

∫
h

0
ρ0

x
h
πx2R2

h2 dx
=∫

h

0
x4dx

∫
h

0
x3dx

=45h
(6)

根据对称性可以得到

yc=zc=0 

如果密度ρ为常数,则式(5)可以简写成

    xc=∫
d

c
xσ(x)dx

∫
d

c
σ(x)dx

(7)

3 计算刚体转动惯量过程中体元的选取方法

刚体转动惯量的体元选取方法和质心位置计算

相似,但是刚体定轴转动和无滑滚动都需要圆柱体

对柱体轴线的转动惯量.由于圆柱体的积分侧面为

柱面,一般用柱坐标积分比较方便.刚体转动惯量I
的定义式为

I=∭V
r2ρdV

其中r为轴到dV 的距离,ρ为dV 处的密度,在柱坐

标系下dV=rdθdrdz.如果密度ρ仅是r的函数,可

以看出,在转动惯量定义式中被积函数fθ,r,( )z =

r2ρ(r)仅是r的函数,则可以采用截面法进行积分,

这时转动惯量的定义式可以写成

I=∫
R

0

r2ρ(r)dr∬Dr
rdθdz=∫

R

0

r2ρ(r)σ(r)dr (8)

其中R 为圆柱体半径,σ(r)为截面的面积,记作面

元,把σ(r)dr记作体元.

例如求半径为R,高为h,密度ρ=ρ( )r (r≤R)

的圆柱体对柱体轴线的转动惯量.在距轴线为r处,

取一厚度为dr,高为h的薄圆筒作为体元,如图2所

示.可以看出,σ( )r =2πrh,则
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    I=∫
R

0

2πhr3ρ(r)dr (9)

图2 圆柱体体元示意图

若密度ρ为常数,则

I=∫
R

0

2πhr3ρdr=

πρhR4

2 =12mR2

其中m=ρπR2h为圆柱体的质量.

4 计算摩擦力矩过程中面元的选取方法

质点所受力矩M 的定义式为M =r×F,其中r
为从轴或点(参考点)到力的作用点的矢量,F 为质

点受到的合外力.假设力均匀分布在一个平面内,

任一面元所受摩擦力为df,r为从轴或点指向df的

作用点的矢量,设受力区域(积分区域)为S,则整个

平面受到力矩M 可以写成

    M=∬S
r×df (10)

要想把式(10)的积分结果计算出来,首先将矢量积

分变成标量积分,这就要求所有矢量元(r×df)的

方向相同或对其进行分解,典型习题为摩擦力矩的

计算.
例如将一半径为R,面密度为σ的薄圆盘放在

摩擦系数为μ 的水平桌面上,求其绕垂直于桌面的

中心轴O 转动时的摩擦力矩.整个圆盘各点均受到

摩擦力,若圆盘按如图3所示方向转动,盘上各点的

摩擦力矩均垂直于图面指向外,并且r⊥df,df可

以写成df=μgσdS,因此可以将式(10)矢量积分转

化为标量积分,有

   M=∬S
rdf=∬S

rμgσdS (11)

图3 圆盘面元示意图

本题的积分区域为圆域,一般采用极坐标比较

方便,在极坐标情况下,面元dS=rdθdr,并且被积

函数fθ,( )r =f( )r ,仅是r的函数,二重积分可以

变成二次积分

M=∫
R

0

f(r)dr∫Dr
rdθ=∫

R

0

f( )r A(r)dr (12)

针对本例题,f( )r =rμgσ, ( )Ar =2πr,代入到

式(11)得

M=∫
R

0

2πμgσr2dr=2πμgσ
R3

3 =23μgm

其中m 为圆盘的质量.如果面密度σ和摩擦因数μ
是r(r≤R)的函数,式(12)仍然适用.

5 结束语

利用三重积分的截面法和二重积分的二次积分

法,实现了用三重或二重积分定义的定义式到定积

分计算的衔接.并注意到积分区域的侧面为柱面

时,使用柱坐标比较方便;而积分区域为圆域时,使

用极坐标比较方便.并通过例题详细讨论了用三重

或二重积分定义的定义式到定积分计算的取元和解

题过程.
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