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摘 要:从一道变转动惯量刚体的转动问题出发,探讨了如何利用角动量定理来处理变转动惯量的刚体转动问

题,并给出了等效转动惯量的证明和正确理解.
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1 变转动惯量问题的提出

在大学物理教学中,刚体是一个非常典型的质

点系,由于刚体的特殊性,质点系的运动学规律和动

力学规律都和一般的质点系不同.转动定律是描述

刚体转动的基本动力学规律之一,在分析刚体运动

时,一般我们遇到的问题都是刚体的转动惯量不变,

直接讨论外力矩对角加速度的影响.这种处理方式

对于孤立刚体来说是没有问题的,因为刚体的质量

分布不随运动改变,转动惯量是个常数.但是当处理

多个刚体的系统时,刚体和刚体之间的距离可能会

随运动改变,因此转动惯量就成为一个变量,这时就

不能用M=Jα 来处理问题了,而应该从角动量定理

M=dLdt
出发,将L=Jω 代入,得

M=dLdt=d
(Jω)
dt =dJdtω +Jdωdt

唐军杰等人之前研究过变转动惯量刚体定轴转

动的实验研究和数值模拟,在他们的实验中,转动惯

量的变化都是因为附加机构质量或质量的分布发生

改变引起的[1,2].其实,在最简单的两刚体系统中,

转动惯量就已经在变化了,如例1所示.
【例1】一定滑轮固定于O点,定滑轮可以看成是

一个质量均匀分布的圆盘,圆盘半径为R,质量为m1.
绳子一端固定并绕在轮轴上,另一端挂一质量为m2

的物体,自然下垂.绳子的长度不变,质量不计,绳与

滑轮之间无相对滑动,求滑轮转动的角加速度.

图1 滑轮定轴转动

在这个问题中,一般参考书的解法有两种,第一

种:隔离法,第二种:整体法.我们先给出这两种方

法.
隔离法:将滑轮m1和物体m2分别做受力分析,

然后列动力学方程.对m1来说,滑轮做定轴转动,利
用转动定律M=Jm1α,得到

     TR=Jm1α (1)

对于m2,可以看成质点,在本身重力和向上的拉力

作用下做竖直向下的直线运动.利用牛顿定律,有

  m2g-T′=m2a (T=T′) (2)

再根据运动学关系

        a=Rα (3)

式(1)~ (3)联立,可以求出角加速度

α= m2gR
Jm1 +m2R2

整体法:将m1和m2看成一个整体,这个系统所

受的合外力矩是m2gR,它们在外力矩的作用下做
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定轴转动,根据M=J总α,这里转动惯量

J总 =Jm1 +Jm2 =12m1R2+m2R2 (4)

代入后,可得

α= m2gR
Jm1 +m2R2

这个结果和隔离法的结果一致.

2 等效转动惯量的证明与结论

整体法的处理方法在一些刚体的轮轴问题中经

常能看到[1~4],但是仔细考察后发现式(4)中m2 的

转动惯量并不好理解.在整个运动过程中,m2 相对

于转轴的位置总在变化,为什么可以等效成 m2R2

这一常量表达呢? 为了解释清楚这个问题,我们画

了图2.

图2 转动惯量分析

这个复合体系中有两个刚体,其中一个刚体m2

相对于转轴的位置不断随时间变化,因此我们把总

角动量L写成两部分,即

   L=Jm1ω1+Jm2ω2 (5)

注意这里ω1 和ω2 分别代表m1 和m2 绕转轴的

角速度,它们大小不同但方向相同.将式(5)代入到

角动量定理M=dLdt
中,有

M=dLdt=
d(Jm1ω1+Jm2ω2)

dt
其中圆盘m1 的转动惯量Jm1

是一个常数,其余

参量(ω1,Jm2
,ω2)都是时间的函数,于是有

M=dLdt=
d(Jm1ω1+Jm2ω2)

dt =

  Jm1
dω1

dt +
dJm2

dtω2+Jm2
dω2

dt
(6)

根据图2和运动学关系,可以得到m2 的转动惯

量Jm2
和角速度ω2

   Jm2 =m2l2=m2
R
cos
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
2

(7)

ω2=vcosθ
l =vcosθ

R
cosθ

=

  v cos( )θ 2

R =ω1 cos( )θ 2 (8)

这里v表示m2的运动速度,将式(7)和式(8)代
入式(6)中,有

M=dLdt=Jm1
dω1

dt +
dJm2

dtω2+Jm2
dω2

dt =

Jm1
dω1

dt +2m2R2 sinθ
cos( )θ 3

dθ
dtω1 cos( )θ 2+

m2
R
cos
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
2 dω1

dt cos( )θ 2-2ω1cosθsinθdθd
é

ë
êê

ù

û
úút =

Jm1
dω1

dt +2m2R2sinθ
cosθ

dθ
dtω1+m2R2dω1

dt -

2m2R2sinθ
cosθ

dθ
dtω1=Jm1

dω1

dt +m2R2dω1

dt =

     (Jm1 +m2R2)dω1

dt
(9)

令dω1

dt =α,并将Jm1 =12m1R2 代入式(9),得

M=(Jm1 +m2R2)α= 1
2m1R2+m2Ræ

è
ç

ö

ø
÷

2 α (10)

式(10)和前面整体法中转动定律形式是一致

的.经过分析,我们看到对于运动的m2来说,其转动

惯量Jm2
和角速度ω2 都是时间的函数,或者说Jm2

和ω2 都是角度θ的函数,如式(7)、(8)所示.由式

(9)推导过程可知,在对时间t求导过程中,Jm2
求导

项和ω2 求导项中的一部分互相抵消,这是因为Jm2

增大时ω2 在减小,最后m2的角动量随时间的变化率

只剩下一项m2R2dω1dt.式中的m2R2只是一个等效的

转动惯量,并不代表实际m2 对转轴的转动惯量Jm2.
以上是从物理学角度导出了例1这一典型运动

模型的运动特点和规律,式(10)与定轴转动刚体的

转动定律M=Jα 比较可得以下结论:

图1所示重物滑轮组合系统在重物从静止开始

自然下落过程中,虽然重物m2对转轴的转动惯量Jm2

以及系统的总转动惯量J总 在增大,但就滑轮转动的

角速度ω1和角加速度α而言,该系统可等效为一个把
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m2 固定于滑轮边缘,具有不变的等效转动惯量J等效 =
1
2m1R

2+m2R2,且以角速度ω1 做定轴转动的系统.

在普通物理学课程中,一般不定义也不讲解“等
效转动惯量”的概念,而在机械原理和机电一体化

专业课程中,严格定义讲解了“等效转动惯量”的概

念并用于机电工程设计中[5].其中“等效转动惯量”

定义的实质和规则是:一个由若干个移动(平动)部

件和转动部件构成的系统,其各部件动能之和等于

一个等效的定轴转动刚体的转动动能,这个刚体的

转动惯量即为等效转动惯量.
按照以上定义和规则,可求出图1所示重物滑

轮系统的等效转动惯量,过程为

Ek=Ek1 +Ek2 =12Jm1ω
2
1+12m2v2=

1
2
1
2m1Ræ

è
ç

ö

ø
÷

2 ω2
1+12m2(ω1R)2=

1
2
1
2m1R2+m2Ræ

è
ç

ö

ø
÷

2 ω2
1=12J等效ω2

1

即有 J等效 =12m1R2+m2R2

这就从不同学科的角度证明了“等效转动惯量”

概念的正确性和合理性.

3 结束语

有些 教 材 和 文 献 直 接 用 公 式 M = (Jm1 +

m2R2)α来进行动力学计算,而且未对式中m2R2 做

任何注释[1,2,4],这样很容易让学生误读,学生以为

Jm1 +m2R2 就是刚体系定轴转动的实际总转动惯

量,而且总转动惯量是不变的.甚至一些教师也这样

认为.笔者翻看了近几年的大学物理教材,一些教材

在处理这类轮轴问题时,仍然采用隔离法求解,很少

用等效的方法[6~8],可能也是怕引起误解.
在物理问题研究中为了简化问题,有很多等效

思想的应用,但是等效不能想当然,所有的等效原理

都是需要严格的数学证明和实践检验的.在等效过

程中,我们要思考,为什么可以等效,而不是盲目跟

从,这样才能正确地利用等效的思想解决新的问题.
这个问题的分析过程也让我们看到了在处理变转动

惯量的问题时,一般 M=Jα 不再成立,而应该使用

更为基本的角动量定理M=dLdt
来处理问题.这就类

似于牛顿第二定律F=ma 在处理质量变化的相对

论问题时不再有效,因为质量m 不再是一个常量,

这个时候在处理变质量问题时,应该用更普适的动

量定理F=dPdt
来分析问题.
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AnalysisonRigidBodyRotation
IssueWithVariableMomentofInertia

XingJie ZhangZili ZhaoChangchun HaoHuiying
[SchoolofScience,ChinaUniversityofGeosciences(Beijing),Beijing 100083]

Abstract:Startingfromtheproblemofrotationofarigidbodywithmomentofinertia,thispaperdiscusses

howtousethetheoremofangularmomentumtodealwiththerotationofarigidbodywithvariablemomentof

inertia,andgivestheproofandcorrectunderstandingoftheequivalentmomentofinertia.
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