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摘 要:主要对量子力学一维有限深方势阱中运动粒子的束缚态存在条件进行讨论.通过求解定态薛定谔方

程,得到粒子运动满足的超越方程,借助于 Mathematica软件求解该超越方程得到粒子的能级结构,对粒子束缚态

存在条件进行分析.结果表明,对于在一维有限深对称方势阱中运动的粒子,总会有束缚态的存在,和势阱的宽度、

深度及粒子的质量无关.而在半壁有限深势阱中运动的粒子,出现束缚态是有条件的.并且分别给出了在两种势阱

中粒子存在多个束缚态需要满足的条件.
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1 引言

一维有限深方势阱中粒子的运动性质,一直是

量子力学中的基础问题[1~3].在所有量子力学教材

中,如文献[1,2],都明确指出一维有限深对称方势

阱中运动的粒子至少存在一个束缚态,且不需要满

足任何条件,但是在文献[3]中,作者认为一维有限

深对称方势阱中运动的粒子存在束缚态需要满足一

定的条件,该结论与量子力学教材的结论存在矛盾.
本文指出了文献[3]存在的问题,同时给出了一维

对称、一维半壁有限深势阱中运动的粒子存在多个

束缚态满足的条件.

2 一维有限深方势阱中束缚态能级的求解

2.1 对称方势阱

一维有限深方势阱示意图如图1所示.

图1 一维有限深对称方势阱

考虑一个质量为m 的粒子在一维有限深对称

方势阱中的运动,对称方势阱可表示为

 { )U x =
0  |x|≤a
U0 |x|>{ a

(1)

其中,2a为势阱的宽度,U0 为势阱深度.
在势阱内(|x|≤a)和势阱外(|x|>a),薛定

谔方程为
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其中,ћ=h
2π
(h为普朗克常量),ψ 为粒子的运

动波函数,E 为粒子的能量,本文只考虑束缚态情

况,所以,0<E<U0.设

   
k1=

 
2mE
ћ2

k2=
 
2m U0-( )E

ћ
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式(2)可化简为

  

d2ψ
dx2+k21ψ=0  (|x|≤a)

d2ψ
dx2-k22ψ=0  (|x|>a

{
)

(4)

其中k1,k2 均为大于零的实数.方程(4)的通解为

ψ1 ( )x =A1ek2x +A2e-k2x    (x<-a)

ψ2 ( )x =B1cosk1x+B2sink1x  (x ≤a)

ψ3 ( )x =C1ek2x +C2e-k2x  (x>a
{

)
(5)

A1,A2,B1,B2,C1,C2 为待定常数.
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考虑束缚态条件 x → ¥时,ψ( )x →0,和波函

数在x=±a处的连续性条件

   
ψ1 -( )a =ψ2 -( )a

ψ2 ( )a =ψ3 ( )
{

a
(6)

   
ψ′1 -( )a =ψ′2 -( )a

ψ′2 ( )a =ψ′3 ( )
{

a
(7)

可得

A2=0

C1=0

A1e-k2a -B1cosk1a+B2sink1a=0

B1cosk1a+B2sink1a-C2e-k2a =0

A1k2e-k2a -B2k1cosk1a-B1k1sink1a=0

B2k1cosk1a-B1k1sink1a+C2k2e-k2a =

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

0
(8)

式(8)有非零解的充分必要条件是

e-k2a -cosk1a sink1a 0

k2e-k2a -k1sink1a -k1cosk1a 0

0 cosk1a sink1a -e-k2a

0 -k1sink1a k1cosk1a k2e-k2a

=0

(9)

化简得

(k22-k21)sin2k1a+2k1k2cos2k1a=0 (10)

方程(10)是能量E 满足的超越方程,可以用图解法

进行求解.为了无量纲化方程,令E=U0α,g=2a
 
2mU0

ћ2
,将方程(10)两边同时乘以4a2,得

(1-2α)sin(gα)+2 α(1-α)cos(gα)=0
(11)

式中g为常量,且α,g的量纲均为1.对于束缚态,因
为0<E<U0,所以α的范围必为:0<α<1.
2.2 半壁有限深方势阱

将1.1节中的U(x)换成下述式(12)的形式,

就可以考虑一质量为m 的粒子在一维半壁有限深

方势阱中的运动

  U(x)=

¥  (x<0)

0  (0≤x≤a)

U0  (x>a
{

)
(12)

重复上述推导,可以得到能量E 满足的超越方

程为

  1-αsingα
2 +

 
αcosgα

2 =0 (13)

下面利用Mathematica软件用图解法求解超越

方程(11)与(13).
2.3 图解法求解超越方程

令

f1 ( )α = 1-2( )α sin(gα)+

2
 
α1-( )α cos(gα)

f2 ( )α = 1-αsingα
2 + αcosgα

2
利用 Mathematica的画图命令:Plot[f(α),{α,

0,1}],可以得到函数f( )α 的图形如图2所示.

(a)

(b)

图2 不同g值下的f1 ( )α 和f2 ( )α 随α 的变化曲线

图2给出了当g 取不同数值时,函数f1 ( )α 和

f2 ( )α 随着变量α(0<α<1)的变化曲线图.表1列

出了对应于不同g值的对称势阱系统存在的束缚态

能级.
表1 不同g值下一维有限深对称势阱存在的

束缚态能级

g 0.2 2 π 4 7 10

α 0.9901310.5462470.3535630.265156

0.898225

0.120702

0.466273

0.938894

0.068271

0.269514

0.589046

0.962869
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  从图2和表1,可以看到,随着g值的增加,曲线

与α轴的交点数目增多,即束缚态能级的个数随之

增加,并且存在如下规律:

(1)对于对称势阱,当0<g ≤π时,曲线

f1 ( )α 与α轴有且仅有一个交点,即系统总是存在一

个束缚态,当g→0时,α→1,E→U0,即对于很浅或

很窄的势阱,基态能量越来越接近势阱的深度;对于

半壁势阱,当g<π时,曲线f2 ( )α 与α 轴不存在交

点,即系统不存在束缚态.
(2)通过细致调节g值的大小,可以得到如下规

律:对于对称势阱,当π<g≤2π时,曲线与α轴有

两个交点,说明系统此时存在两个束缚态;当2π<

g≤3π时,系统存在3个束缚态 ……;对于半壁势

阱,当π≤g<3π时,曲线与α轴有一个交点,说明

系统此时存在一个束缚态;当3π≤g<5π时,系统

存在两个束缚态 ……

因此我们可以看到,对于对称势阱,不需要满足

任何条件,当g取任意值时,即不管势阱的宽度、深

度、粒子的质量取何值,粒子都会存在束缚态,且存

在(n+1)个束缚态的条件为

  nπ<g≤ (n+1)π (14)

而对于半壁势阱,当且仅当g≥π时,才会有束

缚态的出现,且运动粒子存在n个束缚态的条件为

  (2n-1)π≤g< (2n+1)π (15)

我们的结论和量子力学教材是一致的,但是式

(14)和文献[3]的结论存在矛盾,通过对文献[3]的

推导过程仔细检查后发现,在文献[3]中,利用三角

函数和角公式将式(8)变成式(9)时出现了错误.正

确的推导过程如下:

文献[3]中,式(8)和本文中式(10)的定义一致

(k22-k21)sin2k1a+2k1k2cos2k1a=0
下面对该式进行化简.

令,b1=2k1k2,b2=k22-k21,b3=
 
b21+b22

则

b1
b3=2

 
E(U0-E)

U0
  b2

b3=U0-2E
U0

定义

sinφ=b1
b3=2

 
E(U0-E)

U0

所以

φ=arcsin2
 
E(U0-E)

U0

由于arcsin2
 
E(U0-E)

U0
值域为 -π2

,πé

ë
êê

ù

û
úú2
,

所以cosφ>0

cosφ=
 
1-sin2φ =

 (2E-U0)2
U0

=

U0-2E
U0

  E≤U0

2

2E-U0

U0
  E>U0

{
2

所以,当E≤U0

2
时

sin(2k1a+φ)=
sin2k1acosφ+cos2k1asinφ=

U0-2E
U0

sin2k1a+2
 
E(U0-E)

U0
cos2k1a

即式(10)可化简为

sin 2k1a+arcsin2
 
E(U0-E)

U
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
=0 (16)

当E>U0

2
时

sin(2k1a-φ)=sin2k1acosφ-cos2k1asinφ=

2E-U0

U0
sin2k1a-2

 
E(U0-E)

U0
cos2k1a

则式(10)可化简为

sin 2k1a-arcsin2
 
E(U0-E)

U
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
=0 (17)

在文献[3]中,对公式(8)进行化简时,仅仅考

虑了E≤U0

2
这一种情况,得到了文献[3]中的式

(9),E>U0

2
的情况未给予考虑.因此,文献[3]中对

束缚态存在条件的推导存在错误.正确的解法,应如

上述所示,在应用图解法求解方程(16)时,应只取E≤
U0

2
的能级,在用图解法求解方程(17)时,应只取E>

U0

2
的能级,方可得到束缚态的所有能级.

在本文中,我们只需用图解法直接求解方程

(10),即可得到区间(0,U0)的束缚态能级,无需将势

阱U0 划分成两个区间,这样使得问题更简单更明了.

3 结束语

本文对一维有限深对称方势阱和半壁势阱中运
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动粒子的束缚能存在的条件进行了探究,计算结果

表明,对于一维有限深对称方势阱,粒子束缚能的存

在与势阱的宽度、深度和粒子的质量无关,肯定会有

束缚态的存在;而在半壁势阱中,束缚态的出现是有

条件的.这个条件可以用来解释原子分子物理中的

现象,即两个粒子之间存在吸引不一定能够形成束

缚态.因为我们在解两体问题的时候,引入雅可比坐

标将两体问题化成单体问题时,在中心立场下,考虑

基态情况,在球坐标系中,此时系统满足的薛定谔方

程和一维半壁有限深势阱满足的方程一致.因此,即

使这两个粒子之间存在吸引,也不一定能够形成束

缚态.并且,分别给出了在两种势阱中运动的粒子存

在n个束缚态的条件,指出了早期文献存在的问题.
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BoundStatesinOneDimensionalSquareWellwithFiniteDepth
ChenXiaoyun

(ScienceofCollege,JinlingInstituteofTechnology,Nanjing,Jiangsu 211169)

Abstract:Inthepaper,wemainlydiscusstheexistenceconditionsofboundstateforaparticlemovingin

one-dimensionfinitesquarewellandtheuncertaintyprinciple.Atranscendentalequationfortheenergyofthe

particleisobtainedbysolvingtheSchrödingerequation.Theequationissolvedandtheenergylevelsareobtained

withthehelpofsoftwareMathematica.Besides,weanalyzetheexistenceoftheboundstates.Ourresultsshow

thatthereisalwaysoneboundstatefortheparticleinone-dimensionsymmetricfinitesquarewell,nomatterhow

shallowornarrowthewellbecomesandnomatterwhatthemassoftheparticleis.Whereasthereexistscondition

foraparticlemovinginahalffinitesquarewell.What′s more,wegivetheconditionsfortheexistenceof

numbersoftheboundstatesinthesetwosquarewell,respectively.

Keywords:one-dimensionfinitesquarewell;boundstate;stationarySchrödingereq
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才培养模式的要求出发,根据光电信息科学与工程

专业的学科交叉性特点,构建了一种更加适合当前

新工科应用需求的课堂内外相结合的光电信息科学

与工程专业人才培养模式.该模式将课堂内外结合,
从培养目标、课程体系、评价体系、课外拓展等方面

入手,充分激发学生学习积极性和参与创新性活动

的主观能动性,提升学生专业素养的同时提升学生

的创新能力,为学生后续进入社会增加竞争力,以满

足当前新工科形势下的人才培养模式的创新性要求.
项目研究的受益面不仅适合于山西大同大学光电信

息科学与工程专业学生的培养,而且也适合于所有高

等学校光电信息科学与工程专业学生的培养,同时还

能为其他工科专业学生的培养提供借鉴和参考.
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