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摘 要:通过对一道中学物理竞赛真题中感应电动势求法的辨析,浅谈笔者对感应电动势的理解.
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  笔者在平时的竞赛教学中发现学生对感应电动

势的理解存在一定的误区,具体表现在哪里呢? 笔

者通过一道竞赛真题的讲解来举例说明.
【原题】如图1所示为一铅直竖立的磁场分布情

形,成圆柱形对称.任一点的磁感应强度可表示为

B=Brr̂+Bzẑ=(aB0r)r̂+B0(1-bz)ẑ
a,b,B0 为常数.起始时,有一质量为m,半径为

r0 的超导体圆环静置于z=0的水平面上,圆环中心

轴和圆柱磁场中心轴重合,环中的电流为零.t=0时

刻,超导体圆环无初速度释放,沿着中心轴的方向自

由落下,设超导体圆环的自感为L.求圆环内的电流

I和时间t的函数关系式.
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1 设计问题 点亮思维的火花

为帮助学生解题,笔者设计了几个问题,其难度

呈阶梯式上升,旨在循序渐进地引导学生,找到解题

的思路.
问题1:超导体有什么性质?
问题2:请定性分析超导体圆环的运动学、动力

学特点,大胆猜想圆环的运动类型.
问题3:题设条件是磁场的空间分布,所求却是

超导体圆环内的电流与时间的关系,这中间应该寻

找什么作为逻辑过程的节点,把题设与所求联系

起来?
笔者发现,这3个问题学生都能顺利回答.

1.1 对问题1的分析

零电阻现象和完全抗磁性是超导体两个独立的

基本性质,是超导体的标志.根据法拉第电磁感应定

律,圆环自由下落后,环内一定有感应电流;同时根

据基尔霍夫回路电压方程

∑
n

i=1
εi+IR=0

可知,因为超导体圆环的R=0,圆环内的感应

电动势必定为零.
1.2 对问题2的分析

在超导体圆环开始下落后的小段时间内,在重

力作用下圆环的速度越来越大,磁通量变化率增大,
导致电流增大,所受的安培力增大,圆环会有一段时

间做加速度减小的加速运动,速度增大后,感应电流

变大会导致竖直向上的安培力大于重力,圆环紧接

着会有一段竖直向下的加速度增大的减速直线运

动,这个动力学规律能让学生很快联想到竖直方向

弹簧振子,振子从原长位置无初速度释放,在重力和

弹簧弹力作用下做简谐振动.超导体圆环初始位置

无电流不受安培力只受重力的初始状态也跟竖直方

向弹簧振子从弹簧原长处释放时不受弹力仅受重力

类比.所以,我们可以大胆猜想圆环应该做简谐振

动.弹簧振子的简谐振动如图2所示.

图2 从弹簧原长处开始释放的竖直方向弹簧振子

1.3 对问题3的分析

如果圆环在z方向做简谐振动,则z=z(t)是一

个正余弦关系,因超导体圆环所受回复力是安培力

(变力)和重力(恒力)的合力,所以回复力增量就是

安培力增量,即超导体圆环所受的安培力F安 = F安

(I)与z方向位移成是线性关系,所以,要想求出

I=I(t),我们只要先找出电流大小与z方向位移的

函数关系I=I(z)即可.

2 学生所作的两种典型解答

典型解答1:由上述分析可知,圆环的电动势为

零.根据法拉第电磁感应定律

ε=-dΦdt
(1)

Φ是圆环内的总磁通量,它由两部分构成,一部

分是圆柱形对称的外加磁场在超导体圆环内的磁通

量Φ1
Φ1=B0(1-bz)πr20 (2)

这部分磁通量的初值为Φ10=B0πr20.
另一部分是超导体圆环中自身的感应电流产生

的磁场在环内的磁通量Φ2
Φ2=LI (3)

这部分磁通量的初值为Φ20=0.
因电动势为零,所以Φ 不变是一个常数,即Φ1

+Φ2=Φ10+Φ20.
写详细点就是B0(1-bz)πr20+LI=B0πr20.
解得

I=B0bπr20
L z (4)

接下来只要把z=z(t)关系解出来就能得到I=
I(t)函数关系.因为z方向是简谐振动,我们得先求

出简谐振动的圆频率才能定量写出z=z(t).
如何获取简谐振动的圆频率ω? 我们对圆环受

力分析,写出简谐振动的运动学方程即可求得圆频

率ω.
对圆环受力分析,z方向磁场分量对圆环电流

的作用力都沿着圆环径向,合力为零.只有径向磁场

分量对电流的作用力沿z轴正向,即

mz··=-mg+(B0bπr20
L

)z·2πr0·aB0r0 (5)

令z··=0,可得平衡位置的z0 坐标为

z0=- mgL
2π2B2

0abr40
(6)

我们令Z=z-z0建立新的Z轴,上述运动学方
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程可写成

Z
··
+2π

2B2
0abr40

mL Z=0 (7)

可见,圆频率为

ω= 2π2B2
0abr40

mL
(8)

故圆环的运动学方程为

z-z0=Acosωt (9)
代入初值条件t=0,z=0,得A=-z0.

所以,z= mgL
2π2B2

0abr40
(cosωt-1). (10)

联立式(4)和式(10)得

I= mg
2πB0ar20

(cosωt-1) (11)

典型解答2:把磁场用Br 和Bz 两个分量磁场等

效替代,其中Br 分量的特点是呈辐射状分布,处处

与圆环垂直,且圆环的每一小段超导体圆环所在空

间的Br 磁场大小相等;而Bz 分量的特点是沿着竖

直方向,且高度越高,磁感应强度越小.由于重力作

用圆环在下落过程中,以垂直于Br 分量的速度切割

了磁感线,获得了动生电动势ε1,方向为(逆着z轴

看)顺时针方向;同时由于Bz 分量垂直穿过圆环所

在平面,Bz 分量的磁通量随着圆环的下落在不断增

大,故磁通量在面积恒定的超导体圆环中不断增大,
根据法拉第电磁感应定律,它将产生一个顺时针方

向(逆着z轴看)的感生电动势ε2,再加上感应电流

的磁通量变化对应的感生电动势ε3,根据基尔霍夫

回路电压方程,这3个电动势的和为零,即

ε1+ε2+ε3=0 (12)
其中

ε1=z··aB0r0·2πr0 (13)

ε2=-d
[B0(1-bz)πr20]

dt
(14)

ε3=-LdIdt
(15)

联立式(12)、(13)、(14)、(15)得

I=B0πr20(2a+b)
L z (16)

用上述典型解法1相似的思路,继续解下去:

mz··=-mg+B0(2a+b)bπr20
L z·2πr0·aB0r0

(17)
令z··=0,可得平衡位置的z0 坐标为

z0=- mgL
2π2B2

0a(2a+b)r40
(18)

我们令Z=z-z0建立新的Z轴,上述运动学方

程可写成

mZ
··
+2

2B2
0a(2a+b)r40

L Z=0 (19)

可见,圆频率为

ω= 2π2B2
0a(2a+b)r40
mL

(20)

故圆环的运动学方程为

z-z0=Acosωt (21)
代入初值条件t=0,z=0,得A=-z0.

所以,z= mgL
2π2B2

0a(2a+b)r40
(cosωt-1) (22)

联立式(16)和式(22)得

I= mg
2πB0(2a+b)r20

(cosωt-1) (23)

请读者把典型解法1中的式(4)~(11)和典型

解法2中的式(16)~(23)做一一比对就会发现,从
式(4)和式(16)出现了分歧直接导致最后结果的

差异.
哪种典型解法是正确的呢?

3 两种典型解法孰对孰错 错因在哪

显然,典型解法1根据法拉第电磁感应定律和

基尔霍夫方程推导出的电流与空间坐标z的关系是

正确的.那么典型解法2中通过分别求解动生电动

势、感生电动势、自感电动势3项之和作为感应电动

势的做法错在哪里呢? 我们来一项一项排查.
3.1 典型解法2中对ε1 和ε3 的求解是正确的

本题中圆柱形对称的磁场不随时间发生变化,
运动的超导体圆环切割磁感线所得到的动生电动

势为

ε1=∮v×B·dl=∮v×(Brr̂+Bzẑ)·dl=

∮v×Brr̂·dl+∮v×Bzẑ·dl

其中第二项中v和Bzẑ方向互相平行,叉乘后为零,
故电动势就是

ε1=∮v×Brr̂·dl=z··aB0r0·2πr0

自感电动势ε3 的求解显然是正确的,毋庸

置疑.
3.2 典型解法2中对ε2 的求解是错误的

这种解法认为,由于Bz 分量垂直穿过恒定面积

的圆环,磁通量会随着Bz 分量的增大而增大从而产

生感生电动势ε2.
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从地面系来看,本题中圆柱形对称的磁场并不

是时变的,所以,ε2 这个感生电动势并不存在;而在

地面系看来,圆环下落过程中的每一部分微元长度

的运动方向都与Bzẑ分量是平行的,不存在切割磁

感线一说,所以,也没有动生电动势存在.
从圆环参考系来看,圆环本身是静止的,而它所

处的外部磁场是时变的.因为径向磁场分量大小不

变且与静止的圆环平面始终平行,这个磁场分量对

应的磁通量始终为零,不产生感生电动势;垂直于圆

环所在平面的磁场z分量是时变的,故会产生感生

电动势ε2.
那么我们究竟怎么去理解这个ε2 的存在与否

呢? 《新概念物理教程电磁学》中提到[1],由于运动

是相对的,会出现同一感应电动势在某一参考系中

是感生电动势,在另一参考系中是动生电动势的现

象,但是,参考系的变化只能在一定程度上消除感生

和动生的界限,在普遍情形下是不可能通过参考系

的变换把感生电动势完全归结为动生电动势,反之

亦然.这就告诉我们,处理感生电动势和动生电动势

的问题我们需要在同一参考系中进行.典型解法2
中,ε1 和ε3 都是在地面系中观察的,而这个感生电

动势只能在圆环参考系中观察到,而ε2 一旦转换到

地面系中它就不复存在.在处理同一个问题时,我们

只能选择在相同的参考系中解决,所以,典型解法2
中式(12)在地面系中应该改写为

ε1+ε3=0 (24)
联立式(13)、(15)、(24)可得

z··2πr0·aB0r0-LdIdt=0

等号两边同时对时间积分可得

I=2πr
2
0aB0

L z (25)

比较式(4)和式(25),我们发现求出来的结果

不同.难道我们在地面参考系中求解出来的电动势

仍然是错误的吗? 其实不然.下面我们来证明式

(25)与式(4)是等价的.
我们知道磁感线是封闭的曲线,通过任何闭合

曲面的磁通量一定为零.我们在圆柱形对称的磁场

中选择一个长为dz,半径为r的圆柱面(包含两端的

底面),该圆柱面的中心轴线与z轴重合.根据磁场

的“高斯定理”可知,通过这个闭合圆柱面的磁通量

为零,即

Br(z,r)2πrdz+πr2Bz(z+dz,r)-πr2Bz(z,r)=0
(26)

当dz,dr都趋近于零时,由式(26)可知

Br(z,r)=-πr
2

2πr
dBz

dz
(27)

把本题题设的Bzẑ=B0(1-bz)ẑ代入上式对z
求导得

Br(z,r)=b
2B0r (28)

与本题题设的Br=aB0r做对比可以发现,其实

本题题设的

B=Br̂+Bzẑ=(aB0r)r̂+B0(1-bz)ẑ

中的两个常数a和b存在a=b
2

的制约关系,这个制

约关系由磁场的性质决定,并不是彼此独立的.

再回头看式(25),我们把a=b
2

代入其中,发现

原来式(4)和式(25)是等价的.这样,我们在本文3.
2中对典型解法2中的错因分析完全正确,根据我们

找到的错因进行纠正做出的解答也是完全正确的.
最后,我们观察典型解法2中得到的式(16),把

a=b
2

代入其中得

I=2bB0πr20
L z (29)

与式(4)I=B0bπr20
L z对比.

式(29)的错解恰好是式(4)正解的2倍.这个

错误的原因现在就很好理解了.处理同一个问题时,
我们只能选择在相同的参考系中来解决才能获得正

确答案.在典型解法2中学生先在地面系中观察得

到感应电动势ε1 和ε3,再换到圆环系中观察得到感

应电动势ε2,把3个感应电动势相加.而根据上述分

析,因为微小圆柱闭合曲面侧面上的磁通量的变化

量与其上下底面上的磁通量的变化率的绝对值刚好

相等,因此,在地面系中观察不到而只能在圆环系中

才能观察到的ε2 等同于地面系中观察到的ε1,这两

个感应电动势其实就是同一个感应电动势,典型解

法2中在同一问题中取不同参考系去求解感应电动

势,无形中把ε1重复计算一次了,于是典型解法2中

因电动势加倍而导致电流也加倍了.这就是式(16)
的错误原因,也是典型解法2的错误原因.
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