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摘 要:在解决两个球的对心弹性碰撞问题时,经常用碰撞点碰撞前后相对速度大小相等方程代替能量守恒的

方程,这使得方程更加的简单易解.对于刚体的弹性碰撞,是否也可以类似的替代呢? 笔者证明了做平面平行运动

的自由刚体和受理想约束的刚体发生弹性碰撞过程中,发生碰撞的两点在碰撞前后沿碰撞力的方向上相对速度大

小相等.
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  贵刊2020年第7期刊登了陈铁松老师的《平面

平行运动的刚体弹性碰撞问题的探讨》[1] 一文,文

中作者证明了两个做平面平行运动的自由刚体“发

生碰撞过程中,若发生碰撞的两点在碰撞力的方向

上相对速度大小相等”,则“碰撞前后系统动能不

变”[1].

本文将从弹性碰撞出发,直接证明做平面平行

运动的自由刚体和受理想约束的刚体发生弹性碰撞

过程中,发生碰撞的两点在碰撞前后沿碰撞力的方

向上相对速度大小相等.

1 两个自由的刚体发生弹性碰撞

如图1所示,有两个光滑刚体甲、乙,C1 和C2 分

别为两刚体的质心,其速度分别为vC10 和vC20,两刚

体绕质心转动的角速度分别为ω10 和ω20.两刚体在

某一时刻发生弹性碰撞,刚体甲上的A1 点与刚体乙

上的A2 点接触,并且刚体甲对刚体乙的冲量为I.由

于没有摩擦,冲量I方向应沿过两刚体接触点的公

法线(图1中PQ).假设碰撞后刚体甲、乙质心的速

度分别为vC1和vC2,两刚体绕质心转动的角速度分别

为ω1 和ω2,对过质心垂直纸面的轴的转动惯量分别

为J1 和J2.

图1 自由的刚体发生弹性碰撞

对刚体甲、乙分别应用质点系动量定理[2]得

   -I=m1vC1-m1vC10 (1)

    I=m2vC2-m2vC20 (2)

在碰撞过程中刚体的质心对地有加速度,设某

时刻刚体甲质心加速度为aC1,在刚体甲的质心系

中,刚体甲中任意质量为Δmi 的质元都会受到惯性

力ΔFi=-ΔmiaC1
[2].质元受到惯性力与重力Gi=

Δmig 相类似,重力的等效作用点为质心(重心),容

易得到刚体甲各部分所受惯性力的等效作用点为刚

体甲的质心,同理可得刚体乙在质心系中各部分所

受惯性力的等效作用点为刚体乙的质心.所以在两

刚体的各自质心系中惯性力对质心的力矩为零.在

两刚体各自的质心系中,对刚体甲、乙分别应用质点
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系角动量定理[2]得

  rC1A1 × -( )I =J1ω1-J1ω10 (3)

  rC2A2 ×I=J2ω2-J2ω20 (4)

由柯尼希定理[2]及碰撞过程的机械能守恒得

 12m1v2C10+12J1ω2
10+12m2v2C20+12J2ω2

20=

 12m1v2C1+12J1ω2
1+12m2v2C2+12J2ω2

2 (5)

通过移项可化为

1
2m1v2C10-12m1v2C1+12J1ω2

10-

1
2J1ω2

1=12m2v2C2-12m2v2C20+

   12J2ω2
2-12J2ω2

20 (6)

利用矢量点乘的性质可化为

  12m1vC10-vC( )1 ·vC10+vC( )1 +

  12J1 ω10-ω( )1 · ω10+ω( )1 =

  12m2(vC2-vC20)·(vC2+vC20)+

  12J2(ω2-ω20)·(ω2+ω20) (7)

将式(1)~ (4)代入式(7)可得

 I·(vC10+vC1)+(rC1A1 ×I)·(ω10+ω1)=

I·(vC2+vC20)+(rC2A2 ×I)·(ω2+ω20)(8)

利用矢量混积的性质[2]

a×( )b ·c=b·c×( )a

可将式(8)化为

 I·vC10+vC( )1 +I· ω10+ω( )1 ×rC1A[ ]
1 =

 I·vC2+vC( )20 +I·[(ω2+ω20)×rC2A2
] (9)

整理得

I·vC10+ω10×rC1A( )
1 -I·vC20+ω20×rC2A( )

2 =

I·vC2+ω2×rC2A( )
2 -I·vC1+ω1×rC1A( )

1
(10)

式(10)除以I可得

   I
I
·vC10+ω10×rC1A( )

1 -

   I
I
·vC20+ω20×rC2A( )

2 =

   I
I
·vC2+ω2×rC2A( )

2 -

   I
I
·vC1+ω1×rC1A( )

1
(11)

令A1 点碰前、碰后沿PQ 的速度分量v10n 和v1n,则

v10n=I
I
·vC10+ω10×rC1A( )

1

v1n=I
I
·vC1+ω1×rC1A( )

1

令A2 点碰前、碰后沿PQ 的速度分量v20n 和v2n,则

v20n=I
I
·vC20+ω20×rC2A( )

2

v2n=I
I
·vC2+ω2×rC2A( )

2

所以式(11)即为

v10n-v20n=v2n-v1n
也就是碰撞前后沿碰撞力的方向上相对速度大小相

等.

2 自由刚体与受约束刚体的弹性碰撞

在第1种情况中若刚体乙上的O点被光滑的槽

限制在直线MN 上运动,如图2所示,则在两刚体碰

撞的过程中,光滑槽可能会对刚体乙施加一冲量,设

为I1,I1 垂直于MN.

图2 自由刚体与受约束刚体发生弹性碰撞

对刚体甲、乙分别应用质点系动量定理得

   -I=m1vC1-m1vC10 (12)

   I+I1=m2vC2-m2vC20 (13)

惯性力在质心系中对质心的力矩为零,所以在

两刚体的质心系中,对刚体甲、乙分别应用质点系角

动量定理得

 rC1A1 × -( )I =J1ω1-J1ω10 (14)

rC2A2 ×I+rC2O ×I1=J2ω2-J2ω20 (15)

(下转第89页) 
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则电磁场的质量根据质能方程为

m=E
c2

因此,电磁场的质量和实物的质量是不同的.真空中

的电磁场始终以光速传播,因此物体始终无法达到

光速.由于低速时遵循牛顿力学定律,所有物体都可

以在力的作用下进行加速运动.但是对于电磁场,不

存在加速度.在真空中,光子只能以光速移动,否则

根本不存在.当实物粒子遇到无弹性的障碍物时,它

只会失去其动能和动量,并将其传递给障碍物;而电

磁场碰到吸收的障碍物时,就会停止存在,并转化成

为实物.

3.3 实物具有比场大得多的质量密度和能量密度

由于光速等于c=3×108m/s,所以场的质量密

度极其微小,只有在核反应时才能衡量场的质量大

小.场的质量虽然小,但我们却容易发现场的能量,

其原因就在于能量是质量的c2 倍.当用实物和电磁

场运输同样的功率时,通过电磁场进行能量传递的

特征是质量几乎等于零,速度非常大,这正是现代生

活中电磁场容易被利用的原因.

4 结论

综上所述,场和实物作为物质的两种存在形式,

相辅相成,与我们的生活息息相关.因此学习电磁学

知识离不开对物理基本概念的理解,不仅需要掌握

好场所具有的物质的一般属性,同时也要清楚认识

到它所具有的特殊性,才能形成正确的科学意识去

解决相关问题.
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  由柯尼希定理和碰撞过程的机械能守恒得

1
2m1v2C10+

1
2J1ω2

10+12m2v2C20+12J2ω2
20=

1
2m1v2C1+12J1ω2

1+

    12m2v2C2+12J2ω2
2 (16)

将式(12)~ (15)代入式(16),化简可得

I·vC10+ω10×rC1A( )
1 -I·vC20+ω20×rC2A( )

2 =

I·vC2+ω2×rC2A( )
2 -I·vC1+ω1×rC1A( )

1 +I1·

(vC2+ω2×rC2O
)+I1·(vC20+ω20×rC2O

) (17)

由于O 点只能沿着MN 运动,可得

   I1·vC20+ω20×rC2( )O =0 (18)

   I1·vC2+ω2×rC2( )O =0 (19)

将式(18)、(19)代入式(17)得

I
I
·vC10+ω10×rC1A( )

1 -

I
I
·vC20+ω20×rC2A( )

2 =

I
I
·vC2+ω2×rC2A( )

2 -

I
I
·vC1+ω1×rC1A( )

1

也就是v10n-v20n=v2n-v1n,即碰撞前后,沿碰

撞力的方向上相对速度大小相等.
若刚体乙只能绕O 点无摩擦地定轴转动,则在

碰撞过程中刚体乙也会受到一个过O 点的冲量I2,

则可认为光滑槽沿着与I2 垂直的方向,所以v10n-

v20n=v2n-v1n 也显然成立.
由上证明可见,平面平行运动的刚体不管是否

受到理想约束,在弹性碰撞过程中,碰撞前后沿碰撞

力的方向上相对速度大小相等,利用此关系列出的

方程为一次方程,可以代替能量守恒与动量、角动量

相关的关系式一起求解碰撞之后刚体运动各参量.
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