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摘 要:将电荷在匀强电磁场中的运动从电磁场正交推广到非正交的一般情形,且在相对论情形下进行了一般

讨论.然后将一般结果用于初始时静止的电荷,得到其运动学方程,并讨论了各种特殊情况,包括两种非相对论近似

及对应的相对论修正.
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  匀强电场和匀强磁场同时存在时带电粒子的

运动一直是大家感兴趣的话题.其讨论可分为两类:

非相对论性的和相对论性的.对于前者,最早是文献

[1]给出了一种漂亮的处理方式,后来大家从理论、

轨迹、数值计算等几方面进行了详尽的讨论[2~6].在

相对论情形,讨论较多的是电场与磁场正交这一有

趣的特例[7,8].此时,只要|B|c≠|E|,就一定可以

找到一个惯性系,使得其中只有电场或只有磁场,于

是可以在新惯性系中求解问题,再利用洛伦兹变换

得到原惯性系中想要的结果.这一思路具有鲜明的

物理特色.

本文试对一般的匀强恒定电磁场讨论带电粒子

的一般相对论性运动.当然,不能期望此时仍能找到

类似的、物理特色鲜明的思路.

1 一般讨论

在自然单位制(c=1)下,相对论粒子的动量p

和能量W 分别为

p=γmv  W =γm  γ= 1

1-v2
c2

(1)

其中m 为固有质量,也就是牛顿力学中的质量.动

量和能量满足质壳条件

      W2-p2=m2 (2)

在电磁场中,带电粒子的动力学方程为

   dpdt=q(E+v×B) (3)

根据式(1),这是关于速度v=v(t)的非线性微

分方程组,即使在电磁场正交时也不好处理.所幸,

我们可以将其改为另一形式.式(3)点乘v,得到

   qE·v=v·dp
dt =dWdt

(4)

改用固有时(或原时)τ作为自变量

      dt=γdτ (5)

将式(5)代入式(3)、(4),并利用式(1),即得到一组

关于四维矢量(W,p)的、协变形式的方程组

     dWdτ =kE·p

   dpdτ=k(EW +p×B) (6)

其中k=q
m

为粒子的荷质比.由于电磁场是匀强的,

故上式同时也是关于变量(W,p)的一阶常系数线

性常微分方程组,有成熟算法可以处理.

不失一般性,可设电磁场为

B=(0,0,B)  E=(0,Ey,Ez) (7)

且不妨设k,B,Ey,Ez ≥0,因为其中任何一个反号

都不难额外处理.于是方程组(6)写为
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d
dτW =kEypy +kEzpz

d
dτpx =kBpy

d
dτpy =kEyW -kBpx

d
dτpz=kEzW

(8)

兹用微分算子法解之,将其写为
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其中Δ=ddτ
为微分算子.将式(9)中的Δ视为数,由

“系数矩阵”的行列式等于零,得到

Δ4+k2(B2-E2)Δ2-k4B2E2
z =0 (10)

其中E2=E2
y+E2

z.可以看出,式(10)中的(B2-E2)

和BEz=B·E恰为电磁场仅有的两个不变量.式

(10)其实是说,其左边的微分算子作用到(W,p)中

的任何一个都等于零,例如

   [Δ4+k2(B2-E2)Δ2-

    k4B2E2
z]px =0 (11)

其对应特征方程的4个特征根为

  
λ1=-ikα  λ2=ikα

λ3=-kβ  λ4=kβ
(12)

其中

α=
(B2-E2)2+4B2E2

z +(B2-E2)
2

β=
(B2-E2)2+4B2E2

z -(B2-E2)
2

且它们满足α2 -β2 =B2 -E2.于是px 的通解为

e-ikατ,eikατ,e-kβτ,ekβτ 的线性组合,或为cos(kατ),

sin(kατ),cosh(kβτ),sinh(kβτ)的线性组合.于是

有

px =Acos(kατ+φ)+Ccosh(kβτ+ψ) (13)

其中A,φ,C,ψ为积分常数.为了让式(13)取尽所有

可能,其第二项允许C为纯虚数且ψ 的虚部为πi
2
(此

时px 仍为实数),也允许C→0且ψ→ ∞ 的极限情

形.这样第二项就跟C1e-kβτ +C2ekβτ(C1,C2 为任意

实数)完全等价.

将式(13)代入式(8),可以得到其他量

W = 1
BEy

A B2-α( )2 coskατ+( )φ[ +

C B2+β( )2 coshkβτ+( ) ]ψ

py = -Aαsinkατ+( )φ +Cβsinhkβτ+( )ψ
B

pz= 1
BEyEz

Aαβ2-E2( )z sinkατ+( )φ[ +

Cβα2+Ez( )2 sinhkβτ+( ) ]ψ

(14)

将式(13)和(14)代入质壳关系式(2),得到

 A2 (B2-α2)2
B2E2

y
-é

ë
êê

ù

û
úú1 +

 C2
(B2+β2)2

B2E2
y

-é

ë
êê

ù

û
úú1 =m2 (15)

这是系数 A,C 所满足的关系.根据式(5),把γ=

W(τ)
m

代入,积分,可得坐标时与固有时之间的关系

t= 1
BEykmαβ

Aβ B2-α( )2 sinkατ+( )φ[ +

 Cα B2+β( )2 sinhkβτ+( )ψ ]+t1 (16)

其中t1 为常数,可要求τ=0时t=0而确定.若已知

t=0时的初速度(vx0,vy0,vz0),可由此得到初能量

W0 和初动量(px0,py0,pz0).结合式(13)和(14),可

以解出A,φ,C,ψ这4个数.

各积分常数确定后,利用v=p
W

和式(13)、

(14),可以得到v跟原时τ的关系.将v对坐标时t积

分,并考虑到式(16),可以得到坐标(x,y,z)跟τ的

关系.或者,根据pμ =mdxμ

dτ
,由式(13)、(14)对τ积

分,亦可得四维坐标xμ =(t,x,y,z)跟原时τ的关

系.其μ=0分量即式(16),其他分量计算为

x=Aβsinkατ+( )φ +Cαsinhkβτ+( )ψ
kmαβ

+C1

y=Acoskατ+( )φ +Ccoshkβτ+( )ψ
kmB +C2

z= 1
kmBEyEz

A Ez
2-β( )2 coskατ+( )φ[ +

C Ez
2+α( )2 coshkβτ+( ) ]ψ +C3

(17)
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其中C1,C2,C3 为积分常数,由初始坐标决定.于是,

问题得到完全解决.

2 特例分析

我们看一个具体例子:设匀强电磁场[见式(7)]

中带电粒子初始时静止于原点,求其运动学方程.此

时,把τ=0时px0=py0=pz0=0,W0=m 代入式

(13)、(14),即可得积分常数为

φ=ψ=0  C=-A=mBEy

α2+β2

于是,式(13)、(14)给出

W =m[(α2-B2)cos(kατ)+(B2+β2)cosh(kβτ)]
α2+β2

px =mBEy[-cos(kατ)+cosh(kβτ)]
α2+β2

py =mEy[αsin(kατ)+βsinh(kβτ)]
α2+β2

(18)

pz= 1
(α2+β2)Ez

m[α(E2
z -β2)sin(kατ){ +

  β(α2+E2
z)sinh(kβτ })]

而式(16)、(17)给出

t=β(α2-B2)sin(kατ)+α(B2+β2)sinh(kβτ)
kαβα2+β( )2

x=BEy[-βsin(kατ)+αsinh(kβτ)]
kαβα2+β( )2

y=Ey[-cos(kατ)+cosh(kβτ)]
kα2+β( )2

(19)

z= 1
Ezk(α2+β2)

(β2-Ez
2)cos(kατ)[ +

(E2
z +α2)cosh(kβτ)-(α2+β2 ])

不难看出,式(18)、(19)对k,B,Ey,Ez 的一切正负

可能性都成立.此外,式(19)可视为参数化形式的

运动学方程和轨道方程,只不过现在所取的参数是

原时.

3 具体讨论

作为一般解,应该在各种条件下回到相应的特

殊结果.以下着重分析粒子的运动学方程.

讨论1:Ez=0,B
E >1(记Ey =E)

此时有α= B2-E2,β=0.在式(19)中令Ez=

0,或取极限Ez →0,注意β 也是Ez 的函数:β→

BEz

α
,得到

  

t=B2kατ-E2sin(kατ)
kα3

x=BEkατ-sin(kατ)
kα3

y=E[1-cos(kατ)]
kα2

z=0

(20)

讨论2:Ez=0,B
E <1

此时有β=
 
E2-B2,α≈BEz

β
→0.式(19)给

出

t=E2sinh(kβτ)-B2kβτ
kβ3

x=BEsinh
(kβτ)-kβτ
kβ3

y=E[cosh(kβτ)-1]
kβ2

z=0

(21)

讨论3:Ez=0,B
E =1

此时,可在式(20)中令α→0,或在式(21)中令

β→0,都可得到

  

t=τ+16E2k2τ3

x=16BEk2τ3

y=12Ekτ2

z=0

(22)

讨论4:Ey =0

此时,电场与磁场平行,且α=|B|,β=|E|,式

(19)给出

   

t=sinh
(kEτ)
kE

x=y=0

z=cosh
(kEτ)-1
kE

(23)
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结果跟磁场无关.这符合预期,因为此时速度方

向与磁场平行,洛伦兹力为零.

讨论5:非相对论情形 ——— 短时间近似(kατ,

kβτ≪1)

下面考虑非相对论近似.非相对论情形下的严

格解为

  

x=Ey

Bt- Ey

kB2sin(kBt)

y= Ey

kB2[1-cos(kBt)]

z=12kEzt2

(24)

在一般情形(如电场较大),随着时间推移,粒子

速度会变大,相对论效应变明显,此时牛顿解只在短

时间内才可靠.故考虑相对论解式(19)和牛顿解式

(24)的短时间近似,二者应该接近.

将式(19)做小量展开,可得到t,x,y,z关于τ
的幂级数.反解出τ用t表示的级数,代入x,y,z的

级数中,即得到它们关于坐标时t的级数

τ≈t-16k2E2t3

x≈ 16BEyk2t3- 1
120BEyk4(B2+9E2)t5

y≈ 12Eykt2-124Eyk3(B2+3E2)t4

z≈ 12Ezkt2-18E2Ezk3t4

(25)

而牛顿解式(24)在近似kBt≪1下的展开式为

 

x≈ 16BEyk2t3- 1
120B3Eyk4t5

y≈ 12Eykt2-124B2Eyk3t4

z=12Ezkt2

(26)

可见,二者在最低两阶的行为相同,但再高时开始有

不同预言.

讨论6:非相对论情形 ——— 弱电场近似

如果电场足够弱,那么粒子速度缓慢增长,使得

牛顿解式(24)在长时间内是足够可靠的.在近似

Ey,Ez ≪B 下,式(19)给出

 t≈τ+16E2
zk2τ3+E2

y[Bkτ-sin(kατ)]
B3k

 x≈Ey[Bkτ-sin(kατ)]
B2k + 16BEyE2

zk2τ3+

E3
y[2Bkτ-3sin(kατ)]

2B4k -EyE2
z[Bkτ-sin(kατ)]

B4k

 y≈Ey[1-cos(kατ)]
B2k +EyE2

zkτ2

2B2 + (27)

   Ey(Ey
2-Ez

2)[1-cos(kατ)]
B4k

   z≈ 12Ezkτ2+124E3
zk3τ4+

  E2
yEzkτ2

2B2 -E2
yEz[1-cos(kατ)]

B4k
其中各式的第一项(将τ换为t)正好给出牛顿解式

(24),而后面的项是最低阶的非零相对论修正.

进一步,当Ez=0时,弱电场条件应该会使得牛

顿解永远足够可靠,因为速度一直都不大.而从式

(27)容易看出当Ez=0时,y作为τ 的函数是有界

的,符合预期.当然,此时的结果也可以从式(20)中

令E≪B 而得到.
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