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摘 要:球槽模型中,仅当槽、球质量比大于或等于相应的临界质量比时,小球才会在最低点获得最大速率.临

界质量比与静止释放的初位置有关.通过数理解析和数学软件绘图分析,得到了槽、球临界质量比与静止释放初始

角度之间的定量关系,是对已有文献结论的补充和推广.
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1 问题提出

  如图1所示的“球槽模型”中,质量为 M 的光滑

半圆形槽置于光滑水平面上,质量为m 的小球从与

圆心等高的右端静止释放,通常认为“当小球运动到

圆弧最低点时,小球的速率取得最大值”.而文献[1]

推出小球速率随位置变化的函数表达式后,通过严

谨的数理分析,可以发现“只有当槽、球质量比不小

于(1+ 3)时,小球在圆弧最低点的速率才是最大

值”.

图1 球槽模型

  设小球静止释放的初始位置和圆心的连线与水

平方向夹角为θ0,不妨把上述的(1+ 3)称作θ0=0
时“球槽模型”中的临界质量比,其物理意义为:仅当

槽球质量比大于或等于临界质量比时,小球才会在

最低点获得最大速率.那么,自然会进一步问:当θ0
为不等于零的任意锐角时,要保证小球在最低点速

率最大,槽、球的临界质量比还是(1+ 3)吗? 如果

不是(1+ 3),又如何计算它的大小呢? 本文将通

过数理解析得出临界质量比与初始角度之间的定量

关系.

2 数理解析

  各量如图2所示,小球滑下后某一瞬时小球与

圆心的连线同水平方向的夹角为θ,对球槽系统分

别由水平方向动量守恒和机械能守恒定律得

mv2x=Mv1 (1)

1
2mv22+12Mv21=mgR(sinθ-sinθ0) (2)

图2 球槽模型各量分析

小球相对槽的速度方向沿圆弧切向,有

v2ytanθ=v2x+v1 (3)

v22=v22x+v22y (4)

令槽、球质量比k=M
m
,则可得

v1= 2gR(sinθ-sinθ0)
A

(5)

v2=

2gR(sinθ-sinθ0)-
2kgR(sinθ-sinθ0)

A
(6)

其中

A=k+k2+(1+k)2cot2θ
为了考查式(6)中球的速率v2 的单调性,我们

等价考虑下面函数f(θ)的单调性,有
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f(θ)=
v22
2gR=

(sinθ-sinθ0)-k
(sinθ-sinθ0)

A
(7)

f′(θ)=cosθ-
kAcosθ-k(sinθ-sinθ0)2(1+k)2cotθ(-csc2θ)

A2 =

cosθ-
kAcosθ+k(sinθ-sinθ0)2

(1+k)2cosθ
sin3θ

A2 =

cosθ[1-kA+k
(sinθ-sinθ0)2

(1+k)2
sin3θ

A2 ](8)
在θ∈[θ0,π2]内f(θ)是广义增函数(即不减函数)

的充要条件是f′(θ)≥0,因θ∈[θ0,π2]内cosθ≥0,
故只需要上式中的

1-
kA+k(sinθ-sinθ0)2

(1+k)2
sin3θ

A2 ≥0

即

A2≥kA+2k
(1+k)2(sinθ-sinθ0)

sin3θ
(9)

移项后提取公因式有

[k2+(1+k)2cot2θ]A≥

2k(1+k)2(sinθ-sinθ0)
sin3θ

(10)

两边同乘sin2θ,得
[k2+(1+2k)cos2θ]A≥

2k(1+k)2(sinθ-sinθ0)
sinθ

(11)

式(11)左端是θ的减函数,右端是θ的增函数,

要它在θ∈[θ0,π2]上皆成立,只需在θ=π2
时成立

便可,这样式(11)化为

k2(k+k2)≥2k(1+k)2(1-sinθ0)

移项化简得

k2≥2(1+k)(1-sinθ0) (12)

解此关于k的一元二次不等式,得

k≥(1-sinθ0)+ (1-sinθ0)(3-sinθ0) (13)

从而得到临界质量比

kc(θ0)=

(1-sinθ0)+ (1-sinθ0)(3-sinθ0) (14)

3 讨论与结论

  由式(14)可知:当θ0=0时,有kc=1+ 3≈
2.73,这正是文献[1]中的结果;

当θ0=π6
时,有kc=1+ 52 ≈1.62;

当θ0=π4
,kc≈1.11;

当θ0=π3
,kc≈0.67.

由式(14)还容易知道,θ0 增大→sinθ0 增大→kc
减小,所以kc=kc(θ0)随初始角θ0 的增加而单调递

减,也即释放初始位置越低,小球能在最低点取得最

大速度的质量比临界值kc 越小,可用数学软件作出

如图3所示的kc(θ0)图像直观地认识这一点.其物

理意义是很明显的:在初始角度较小的情况下,即使

M
m

较小,槽M 的反冲也会很弱.从而槽带走的能量

很少,小球越容易在最低点获得最大速度.

图3 临界质量比kc与释放初始角度θ0 的关系

另 外 我 们 可 以 从 式 (7)出 发,用 数 学 软 件

Mathematica绘制f(θ)图像,从图像可以间接看出

小球速度v2 随位置变化的情况,改变释放的初始角

度θ0,分别做出质量比k分别为0.1,0.2,kc,5,10
情况下的f(θ)图像.根据运动过程的对称性,特意

绘制θ∈[θ0,π-θ0]上的整个图像,在θ∈[θ0,π2]和
θ∈[π2,π-θ0]上的图像显然关于θ=π2

轴对称.可

以看出,k大于临界比kc(θ0)时,小球速度v2 才能在

θ=π2
,即最低点的位置取得最大值.从系列图像中

可看出,不同的初始释放位置,对应的临界值不同.
用 Mathematica绘制的f(θ)图像如图4所示.

(下转第76页) 
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一个非常简洁而美妙的结果.实际上这个结果的确

具有合理性,对两金属棒来说水平方向受到不为零

的合力时,系统必然具有加速度而且最终达到稳定

状态时(比如匀加速)电流I必须恒定或者说电流的

变化率为零.因为

I=B1l1v1-B2l2v2
R1+R2

所以

0=dIdt=
B1l1a1-B2l2a2

R1+R2

或者

a1
a2=

B2l2
B1l1

特别地,若B1=B2,则
a1
a2=

l2
l1

若l1=l2,则
a1
a2=

B2

B1

中学物理资料上常常是其中的一根导体棒受恒

定的外力且

l1=l2 B1=B2

这就得到我们所熟悉的结论

a1
a2=1

如果两杆都不受到外力,最终稳定后两杆的加

速度均为零,这就是原题的情景.当然如果其中一根

杆受到恒定的外力,最终稳定后两杆的加速度之比

就是一个简洁的结果

a1
a2=

B2l2
B1l1
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图4 不同释放初始角下,f(θ)随角度变化关系
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