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摘 要:以水平面内匀速转动直杆上的质点做相对直线运动为例,用一种特别的方法推导出科氏加速度公式的

矢量式;以匀速转动的水平圆盘上的质点做相对运动为例,对于无约束的情况,探究了科氏加速度公式;利用科氏加

速度公式和微积分知识解答一个实际问题.
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  科里奥利加速度和科里奥利力是理论力学教学

中的重点和难点,有关科氏加速度和科氏力的疑难

问题较多,本文将选择其难度较大而且比较有趣的

3个方面进行答疑解惑,通过具体问题进行分析

说明.

1 推导科氏加速度公式的矢量式

  在图1中,动点沿直 杆AB 运动,而杆又绕A轴

匀速运动.设直杆匀速转动的角速度为ω,动系固结

在杆AB 上.在瞬时t,动点在M 处,它的相对速度和

牵连速度分别为vr和ve.经过时间间隔Δt后,杆转

到位置AB′,动点移动到 M3,这时它的相对速度为

v′r,牵连速度为v′e.设动点的相对加速度和牵连加速

度分别为ar和ae.试证明下面两个等式[1]:

dvr
dt=ar+ω×vr  dvedt=ae+ω×vr

图1 动系做圆周运动

可利用加速度定义、极限知识以及矢量的叉积

知识来证明.
首先证明第一个等式.由图1可知,若不考虑相

对速度方向变化,则质点沿杆方向的相对加速度为

ar=lim
Δt→0

vr2-vr
Δt

在图2中,相对速度大小满足vr2=v′r,将相对速

度矢量vr2与v′r进行平移,始端重合于O点,如图2所

示,可知相对速度矢量三角形为等腰三角形,其中底

边的长度Δvr表示相对速度变化量的大小.

图2 相对速度矢量三角形

在很短时间内,等腰三角形可视为由匀速圆周

运动形成的扇形,底边长度近似等于圆弧长度,而当

Δt→0时,有vr2 →vr,可知因方向变化而产生的相

对速度变化量的大小为Δvr≈vr2Δϕ≈vrωΔt.
由此可得相对速度变化率的大小为

lim
Δt→0

Δvr
Δt=ωvr

在很短时间内,圆心角Δϕ很小,由图2可知相

对速度变化量的方向几乎垂直于相对速度的方向,
即垂直于约束轨道.由于矢量ω 与vr 垂直,利用右

手螺旋定则可知叉积ω×vr的方向也垂直于约束轨

道,即与相对速度变化量的方向一致,由此可知,因
相对速度方向变化而产生的加速度的矢量式为

lim
Δt→0

v′r-vr2
Δt =ω×vr

由图1可知,相对速度矢量的总变化率为

dvr
dt=lim

Δt→0

v′r-vr
Δt =lim

Δt→0

(v′r-vr2)+(vr2-vr)
Δt

考虑到数学公式[2]

lim[f(x)+g(x)]=limf(x)+limg(x)
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可得 dvr
dt=lim

Δt→0

v′r-vr2
Δt +lim

Δt→0

vr2-vr
Δt

即 dvr
dt=ar+ω×vr

这表明,相对速度矢量的变化率等于相对加速

度与科氏加速度一半的矢量和.
下面证明第二个等式.牵连速度矢量的总变化

率为

dve
dt=lim

Δt→0

v′e-ve
Δt =lim

Δt→0

(v′e-vM1)+(vM1-ve)
Δt =

lim
Δt→0

v′e-vM1

Δt +lim
Δt→0

vM1-ve
Δt =

lim
Δt→0

ω×(AM→3-AM→1)
Δt +ae=

ω×lim
Δt→0

M1M→3
Δt +ae=

ae+ω×lim
Δt→0

Δr
Δt

所以 dve
dt=ae+ω×vr

这表明,牵连速度矢量的变化率等于牵连加速

度与科氏加速度一半的矢量和.
由于绝对速度等于相对速度与牵连速度的矢量

和,即v=vr+ve,可知

dv
dt=dvrdt+dvedt

即 a=ar+ae+2ω×vr
这表明,绝对加速度等于相对加速度、牵连加速

度与科氏加速度的矢量和[3].
所以科氏加速度公式的矢量式为aC=2ω×vr.
综上可见,已证明的两个等式都与科氏加速度

有关.对于在平面内做匀速转动物体上的质点的相

对直线运动,每个等式右边的两个矢量都是相互垂

直的,即为纵向加速度与横向加速度.第一个等式表

示相对速度矢量的变化率,是由相对速度发生变化

引起的合加速度,可正交分解为两部分,其一是由相

对速度大小发生变化而产生的相对加速度,即纵向

分量大小为dvr
dt=ar;其二是由相对速度方向发生变

化而产生的科氏加速度的一半,即横向分量大小为

Δvr
Δt=ωvr.第二个等式表示牵连速度矢量的变化

率,是由牵连速度发生变化引起的合加速度,可正交

分解为两部分,其一是由牵连速度方向发生变化而

产生的纵向牵连加速度ae∥ =ΔveΔt
,即向心加速度大

小为an=rω2;其二是由牵连速度大小发生变化而产

生的科氏加速度的一半,即横向加速度大小为

dve
dt=ωvr,其中ve=ωr.

相对运动(质点沿杆运动)改变了牵连速度ωr
的大小,产生了横向加速度ωvr;同时,牵连运动(直

杆转动)改变了相对速度vr 的方向,由此产生横向

加速度ωvr,二者之和为科氏加速度2ωvr.

2 在无刚性约束情况下的科氏加速度公式

  如图3所示,有一水平圆盘以角速度ω 匀速转

动,圆盘表面光滑,一质点在沿半径方向相对于地面

以速度v做匀速离心运动,若开始位置到圆心的距

离为r0,求质点相对于圆盘运动的科氏加速度随时

间变化的关系式.

图3 质点在水平转盘上运动

在地面参考系中,质点做匀速直线运动.在圆盘

参考系中,质点做曲线运动,由此可知,在非惯性系

中,质点产生了加速度,而且受到惯性力的作用.
对于沿顺时针方向转动的圆盘,若假设圆盘静

止不动,则质点相对于圆盘向逆时针方向偏转,如图

4所示.质点在沿半径方向做匀速直线运动,速度为

v∥ =v,在垂直于半径方向的速度为v⊥=ω(r0 +
vt),相对于圆盘的合速度为

vr= v2∥+v2⊥ = v2+ω2(r0+vt)2

图4 质点相对于转盘偏转

可知在垂直于相对速度方向的科氏加速度为

aC=2ωvr=2ω v2+ω2(r0+vt)2
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值得注意的是,在垂直于半径方向的科氏加速

度aC⊥ =2ωv∥=2ωv 只是一个分量,但在一般情况

下所说的科氏力和科氏加速度,都是针对相对运动

的合速度而言.在无约束的情况下,在非惯性系中的

科氏加速度与科氏力的方向相同,由图3和图4已

知圆盘转动的角速度、相对速度以及科氏加速度三

者的方向,为了遵循右手螺旋定则,科氏加速度公式

的矢量式需带负号,即为aC=-2ω×vr.其中的负

号只用来表示方向相反.
在实际问题中,匀速转动物体不一定是直杆或

圆盘,相对运动质点的初速度不一定沿半径方向,相
对运动速度不一定保持不变,但科氏加速度公式和

科氏力公式普遍适用.

3 利用科氏加速度公式解答实际问题

  【例题】[3]如图5所示,一个用金属丝做成的半

径为R 的光滑圆圈,绕竖直直径按逆时针方向(俯
视)以角速度ω匀速转动,圆圈上套着一个质量为m
的小环,刚开始小环从圆圈的最高点无初速下滑,试
求当小环与圆心的连线跟竖直方向的直径夹角为θ
时,小环的科氏加速度的大小和方向.

图5 例题情境图

解析[3]:圆圈绕竖直直径按逆时针方向转动,则
角速度矢量的方向竖直向上.设小环相对于圆圈的

速度大小为vr,沿切线方向,与水平方向的夹角为

θ,则角速度与相对速度的夹角β=90°+θ,考虑到相

对速度大小为vr=Rθ
·
,由科氏加速度矢量公式

aC=2ω×vr可知科氏加速度的大小为

aC=2ωvrsinβ=2ωvrcosθ=2ωRθ
·

cosθ
在非惯性系中,小环除了受到重力,还受到惯性

离心力,大小为F′=mrω2=mRω2sinθ,方向水平向

右,而相对加速度的大小为ar=Rθ
··
,在圆圈切线方

向由牛顿第二定律有mar=F′cosθ+mgsinθ,即

mRθ
··

=mRω2sinθcosθ+mgsinθ
对各项取积分可得

R(θ
·
)2=Rω2sin2θ-2gcosθ+C

利用初始条件θ=0,θ
·

=0,可知C=2g.因此

R(θ
·
)2=Rω2sin2θ+2g(1-cosθ)

所以小环在地面参考系中的科氏加速度的大小为

aC=2ωRθ
·

cosθ=

2ω R2ω2sin2θ+2gR(1-cosθ)cosθ
应用右手螺旋定则可知科氏加速度的方向垂直于圈

面向里.
还有一种非常简单的解法:以圆圈为参考系,利

用离心势能公式[4],由机械能守恒定律列方程

mgR(1-cosθ)=12mv2
r-12mω2(Rsinθ)2

可得v2r=2gR(1-cosθ)+ω2R2sin2θ.
解题关键是求解相对速度,由于小环在圆圈的

切线方向不受圆圈的弹力,因此可在切线方向应用

牛顿第二定律列方程;由于小环在水平方向受到圆

圈的侧向弹力对其做功,因此不能在惯性系中应用

机械能守恒定律列方程.而科氏加速度正是由侧向

弹力产生,这个弹力属于非保守力,即是水平方向的

约束反力,因此与科氏力大小相等,方向相反.求出

科氏加速度的意义在于可用来求侧向弹力.
总之,在圆周运动与相对运动相互影响的情况

下,质点做曲线运 动,由此产生科氏加速度.在惯性

系中产生科氏加速度的力是约束反力,在非惯性系

中产生科氏加速度的力是科氏力.科氏力只存在于

非惯性系中,并且与洛伦兹力有相似之处.在对叉积

中的角速度与相对速度确定先后次序的条件下,对
于有无约束的两种情况,科氏加速度共有两个公式,
即分别带正负号,而科氏力只有一个公式,带负号.
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