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摘 要:文中对“摆球推斜面”模型作了透彻的数理分析,得到球与斜面的脱离位置与二者质量比、初始角度之

间的函数关系,通过单调性和渐近行为的研究,得到与初始角度无关的两个结论 ———“质量比越大则脱离位置越滞

后”以及“无论质量比是什么有限值,脱离位置都早于最低点”,澄清了教学中存在的错误,完善了相关文献的不足.
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1 问题缘起

“摆球推斜面”模型如下:如图1所示,在光滑水

平面上有一质量为M,倾角为θ0 的斜面,长为L 的

细线悬挂质量为m 的光滑小球,细线与斜面平行.
推力作用在斜面上使整个装置处于静止状态.撤去

推力后,小球推动斜面向左运动,问小球和斜面在什

么位置脱离?

图1 摆球推斜面

教学中通常的看法是:小球在竖直面内做圆周

运动的同时推动斜面向左运动,当小球摆到最低点

时摆球与斜面脱离.
文献[1]已经指出上述看法是错误的:在斜面

倾角为30°的情况下,脱离瞬间细线与水平方向的

夹角θ(表示脱离位置)同斜面、小球的质量比k=M
m

有关,k越大则θ越大,而且仅当k→ ¥时θ→π2
,即

M ≫m 时小球才会在最低点与斜面脱离.
文献[1]对澄清教学中相关错误认识极有教

益,但有以下几点不足:第一,未能作彻底的数理解

析,虽用两种方法推导,但并未得到最终一致的理论

公式,仅从5组赋值计算便草率判断两种方法的结

果一致.第二,没有探讨结果与小球初始位置θ0(即

斜面的倾角)的关系.第三,在斜面倾角为30°的情

况下,仅以5组数据赋值计算形成表格,没有用连续

图线完整直观地表示变化趋势[1,2].
本文将用两种方法对任意斜面倾角θ0[θ0 ∈

(0,π2
)]时二者的脱离位置作出透彻数理解析,均

推出质量比k随自变量θ(θ∈[θ0,π2
])和参数θ0变

化的函数公式k=k(θ,θ0),并讨论单调性和渐近行

为,然后对不同参数θ0 用数学软件绘制函数图像,

直观验证单调性和渐近行为,最终认识到两个结论

———“k越大则θ越大”和“无论质量比k是什么有限

值,脱离位置θ都一定小于π
2
”都与初始参数θ0无关.

2 两种推导方法

方法一:如图2所示,设小球与斜面脱离时速度

分别为v1 和v2,此时二者间弹力恰为零,小球只受

细线拉力T 和重力mg,对小球沿细线方向用牛顿

定律有

图2 小球受力及运动分析

   T-mgsinθ=mv2
1

L    (1)

因为小球与斜面在垂直斜面方向上加速度相
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等,脱离瞬间斜面加速度为零,故斜面垂直于斜面方

向的加速度也为零,从而小球沿垂直于斜面方向的

加速度为零,在此方向上对小球用牛顿定律

   mgcosθ0=Tsin(θ-θ0) (2)

又脱离时二者沿垂直斜面方向的分速度相等

   v1cos(θ-θ0)=v2sinθ0 (3)

从初始位置到二者脱离的过程,由系统能量守恒

mgL(sinθ-sinθ0)=12mv2
1+12kmv2

2 (4)

由式(1)~ (4),可得斜面与小球的质量比为

     k=M
m =k(θ,θ0)= 2sin2θ0(sinθ-sinθ0)sin(θ-θ0)

cos2(θ-θ0)[cosθ0-sinθsin(θ-θ0)]-
sin2θ0

cos2(θ-θ0)
(5)

  方法二:脱离前斜面在小球的压力下向左加速,脱 离瞬间斜面速度v2达到最大,由式(3)、(4)消去v1可得

v22=2gL
(sinθ-sinθ0)
sin2θ0

cos2(θ-θ0)+
k

(6)

当dv
2
2

dθ=0时v22有最大值[2],从而v2达到最大   值,可得

dv22
dθ =2gLcosθsin

2θ0cos-2(θ-θ0)+kcosθ-2sin2θ0sin(θ-θ0)cos-3(θ-θ0)(sinθ-sinθ0)
[sin2θ0cos-2(θ-θ0)+k]2 =0

即 cosθsin2θ0cos-2(θ-θ0)+kcosθ-2sin2θ0sin(θ-θ0)cos-3(θ-θ0)(sinθ-sinθ0)=0
移项整理得到

     k=k(θ,θ0)=2sin
2θ0(sinθ-sinθ0)sin(θ-θ0)
cos3(θ-θ0)cosθ - sin2θ0

cos2(θ-θ0)
(7)

式(5)和式(7)的差异仅在右端第一项分母上,由三

角公式cos(x-y)=cosxcosy+sinxsiny得到

cosθ0=cos[θ-(θ-θ0)]=
cosθcos(θ-θ0)+sinθsin(θ-θ0)

移项得

cosθ0-sinθsin(θ-θ0)=cosθcos(θ-θ0)

代入式(5)即得式(7).由此可知两种方法得到的函

数关系式k=k(θ,θ0)完全一致.

3 物理意义和结论

由式(5)或式(7)可以看出,小球与斜面的脱离

位置θ与质量比k、初始参数θ0 都有关系.对于给定

的初始角θ0,从式(5)出发考查函数k(θ)的单调性,

将式(5)右端通分可得

k=sin
2θ0[2(sinθ-sinθ0)sin(θ-θ0)-cosθ0+sinθsin(θ-θ0)]

cos2(θ-θ0)[cosθ0-sinθsin(θ-θ0)] =

sin2θ0[3sinθsin(θ-θ0)-2sinθ0sin(θ-θ0)-cosθ0]
cos2(θ-θ0)[cosθ0-sinθsin(θ-θ0)] =

          sin
2θ0[(3sinθ-2sinθ0)sin(θ-θ0)-cosθ0]
cos2(θ-θ0)[cosθ0-sinθsin(θ-θ0)]

(8)

显然式(8)右端分母是θ的递减函数,而分子是递增

函数,从而分式必然是θ的单调递增函数,这说明θ越

大则k越大,于是“无论初始角度θ0怎样,k越大则θ越

大”,这符合“越轻的摆球推越重的斜面,二者脱离位

置应该滞后”的物理直觉.自然要问对于任意初始角

θ0,是否也像文献[1]中θ0=π6
那样,仅当k→¥时

θ→π2
,即M≫m时小球才会在最低点与斜面脱离?

为此我们在式(7)中令θ→ π2
来考查k的渐近行为

lim
θ→π2

k=lim
θ→π2

2sin2θ0sin(θ-θ0)(sinθ-sinθ0)
cos3(θ-θ0)cosθ -lim

θ→π2

sin2θ0
cos2(θ-θ0)=

       2sin
2θ0cosθ0(1-sinθ0)
sin3θ0lim

θ→π2

cosθ -sin
2θ0

sin2θ0=2cosθ0
(1-sinθ0)

sinθ0lim
θ→π2

cosθ -1➝+ ¥ (9)
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DimensionReductionMappingofElectricField
andDrawingMethodofElectricFieldLine

YueGuolian HuangShaoshu
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Abstract:Intheplane,theelectricfieldlinesdrawnaccordingtotheelectricfieldlineequationofthecollinear

pointchargesdonotsatisfythebasiccharacteristicsofelectricfieldlines.Tosolvethisproblem,theauthor

proposesamethodtoreducethedimensionoftheelectricfieldfromthree-dimensionalspacetotwo-dimensional

space,Andputforwardtheconceptof"mappingelectricfield",andthendrawingthe"mappingelectricfield

lines"ofcollinearornon-collinearpointchargesintheplane.Theyfullymeetthebasiccharacteristicsofelectric

fieldlines,andsolvetheproblemofusingconventionalmethodsintheplane.Difficultiesencounteredindrawing

electricfieldlines.
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  这个结果指出:无论质量比k为任何有限正值,

且无论角度θ0 为给定的何值,小球与斜面脱离位置

θ均达不到90°,换句话说文献[1]中“当k→ ¥时θ→

π
2
,即M ≫m 时小球才会在最低点与斜面脱离”的

结论与初始角度θ0 无关.
最后我们根据式(5),以θ为横坐标(θ∈ [θ0,

π
2
]),k为纵坐标,用 Mathematica绘制θ0 分别取

10°,30°,55°对应的3条k θ图线(为使图像均衡,k

轴已移至θ=π3
处),结果如图3所示.图3中从左往

右依次是θ0 取10°,30°,55°时k与θ的函数图线.可

以看到,对同样质量比而言,脱离角度θ随θ0的增大

而增大.图线还直观验证了前面得到的两个结论

———“质量比k越大则脱离位置θ 越大”以及“无论

质量比k是什么有限值,脱离位置θ都一定小于π
2
”

都与初始参数θ0 无关.

图3 k θ 曲线
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