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摘 要:系统地梳理了质点系的多种动能定理,包括(总)动能定理、质心动能定理和相对动能定理,并以质点系

角动量定理的分解作为对比.然后,对一道柔链题进行了讨论.
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1 理论

  质点系的动能定理其实不止一种,正如质点系

角动量定理可以对静点,亦可对质心,不止一种一

样.我们先来梳理一下质点系动力学.
对于一个一般的质点系,可以对其中每个质点

列出质点动力学方程(动能定理、动量定理和角动量

定理),其中每个方程的左边涉及到力(包括内力和

外力),而右边则涉及对运动的描述(动能、动量和角

动量).将这些方程相加,左边就是内力和外力的贡

献,右边则出现系统的总动能、总动量或总角动量.
下面是牛顿第三定律上场.这个定律似乎存在

感不强,其实相当重要.正是由于这个定律,使得一

对内力的冲量之和为零,力矩之和为零.这就使得质

点系的动量定理和角动量定理的左边不出现内力,

只有外力.多大的简化! 遗憾的是,一对内力的做功

问题要复杂.由牛顿第三定律,一对内力做功之和不

一定为零,但也简单到仅依赖于两相互作用质点的

距离变化.于是有质点系动能定理:外力功和内力功

之和等于系统动能的变化
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其中内力功đA内 是成对的.对于保守系统,
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力做功

设置提交作业的时间节点能提高个人自律性,大家

成绩也明显提高.不足在于,有的学生不能完全接

受,比如线上平台查阅例题详解需要流量,不太方

便,当面问老师更好,造成学习内容的点击率不高.
其实,平台传递内容的有效期长,可以反复观看,利
还是大于弊的.

5 结束语

  通过一个学期的教学实践,回顾教学过程,分析

教学效果,笔者认为在今后的物理教学中合理使用

混合式教学方法,势在必行!
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等于势能的减少,于是可以得到机械能守恒定律.
接下来,我们进入力学量的分解.对任意质点系

都可以定义质心,注意这里没有任何前提条件.质心

是质点系的平均位置,是各质点以质量为权的加权

平均位置

rC=
∑
i
miri

M   M=∑
i
mi (2)

由此自然引申出质点系的平均速度 ——— 质心速度

和质点系的平均加速度 ——— 质心加速度
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mivi
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M
(3)

显然,质心运动代表着质点系的整体运动.此外,每
个质点还存在对质心的相对运动

ri=rC+r′i vi=vC+v′i ai=aC+a′i (4)
质心运动和相对运动有时又称为外部运动和内部运

动,在刚体情况下也称为平动和转动,或公转(轨道

运动)和自转(自旋运动).
我们知道,对于一般的质点系,利用速度分解式

(4),可以得到动能分解的柯尼希定理
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K=KC+K′
恰好是式(1)右边的分解,其中右边两项分别是质

心动能和相对动能,在刚体情形又分别叫做平动动

能和转动动能.左边是不是也可以分解呢? 定义了

质心后,质点系动量定理等价于质点系质心运动

定理

∑
i
Fi=MdvCdt

(6)

其中左边只有外力,没有内力.将上式两边点乘质心

位移drC,可得到

∑
i
Fi·drC=MdvCdt

·drC=d(12Mv2
C) (7)

此式右边是质心动能的增量,故这就是质心动能定

理.在这个定理中,内力根本不出现,而各外力所点

乘的位移并不是式(1)中各自受力点的位移,而是

统一为质心位移.式(1)中左边的外力功又可依式

(4)变为

∑
i
Fi·dri=∑

i
Fi·drC+∑

i
Fi·dr′i (8)

此式可理解为外力功的分解.联立式(1)、(5)和

(7),马上得到相对动能定理

 ∑
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其中外力点乘的位移是各自受力点相对于质心的位

移,而内力功部分的位移仍为两质点间的相对位移:

dr′ji=drji.相对位移与惯性系还是质心系无关.
以上内容可以总结如下
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其中,3个横式分别为质点系的(总)动能定理、质心

动能(平动动能)定理和相对动能(转动动能)定理,

3个竖式分别为内力功、外力功和动能的分解式.可
以看出,每个外力功可分解为质心运动部分和相对

运动部分,而内力功则只有相对部分,这是因为内力

不会影响质心速度和整体运动.
作为对比,我们看看对角动量定理的分解.对静

点的质点系角动量定理为

∑
i
ri×Fi=ddt(∑iri×mivi) (11)

其中,右边存在角动量分解(类似于动能的柯尼希定

理)

L=∑
i
ri×mivi=rC×MvC+∑

i
r′i×miv′i (12)

两项分别为质心角动量(将整个系统的质量集中于

质心后对静点的角动量)和相对(于质心的)角动

量.而左边的合力矩可依式(4)分解为

M=∑
i
ri×Fi=rC×∑

i
Fi+∑

i
r′i×Fi (13)

式(12)、(13)中,左边是对应的[见式(11)],右边第

二项也是对应的(即对质心的角动量定理),故有如

下表示

∑
i
ri×Fi=ddt(∑iri×mivi)

 ‖     ‖

rC ×∑
i
Fi=ddt

(rC×MvC)

 +     +

∑
i
r′i×Fi=ddt(∑ir′i×miv′i)

(14)

其中,3个横式分别为质点系的(总)角动量定理、质
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心角动量(轨道角动量)定理和相对角动量(自转角

动量)定理,两个竖式分别为力矩和角动量的分解

式.与式(10)不同的是,此处没有内力项.

2 例题

  以常见的一道柔链题为例[1] 进行分析.题目

如下:
一柔链条长为L,单位长度的质量为λ,链条放

在有一小孔的桌面上,一端由小孔稍伸下来,其余部

分堆在小孔周围,如图1所示.由于某种扰动,链条

因自身重量开始下落.求链条下落速度与落下距离

之间的关系.所有摩擦不计.

图1 柔链放置图

可以看出,由于存在完全非弹性碰撞(上部的静

止链条被下部的运动链条突然拉扯),此系统机械能

不守恒.文献[1]给出多种方法,此处用质心动能定

理求解.
质心动能定理中的功是“质心功”,有两个要素:

一是只有外力,没有内力;二是位移只是质心位移.
此题中的外力是支持力和重力,其中支持力做(总)

功为零,但其质心功为负(质心下移);重力当然包括

上部的重力和下部的重力,然后还要乘以(整个系统

的)质心位移,故都做正功.
此题的关键是要确认:系统所受外力之和等于

下部的重力.考虑一微元过程:上部相接处的一小段

链条被下部拖动.此过程中,该小段与上部之间并无

相互作用,只存在该小段与下部之间的拉扯,故上部

所受的支持力除了抵消上部的重力外无额外的部

分.于是,支持力与上部重力之和为零,二者的质心

功之和为零,只剩下下部重力的质心功 ——— 下部重

力(λyg)乘以整个系统质心的位移(dyC).于是,根
据质心动能定理,有

λygdyC=d(12λLv2
C) (15)

容易计算出

yC=y2
2L dyC=ydy

L  vC=dyC

dt =y
Ly·

代入式(15),化简即得

2gy2dy=d(y2y·2)
考虑初始条件t=0时,y=0,y·=0,即得

y·= 2
3gy

文献[1]对此题进行了详尽的分析,给出多种

解法以及一些概念辨析.可以看出,本文上述解法实

质上就是文献[1]的解法三,只不过该解法在那里

被误判了.
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