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摘 要:以悬点可在水平方向无阻尼运动单摆模型为例进行分析.首先对单摆的运动轨迹进行计算,得到摆球

运动轨迹为椭圆,结合系统水平方向动量守恒和机械能守恒定律计算摆球在任意位置的速度,并结合轨迹和速度求

出单摆运动周期的积分形式;然后分析其周期与摆线初始角度的关系,并与相关文献计算的小角度摆动周期进行比

较分析.
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  单摆问题是基础物理中的重要模型,在物理学

中有广泛的应用,对于单摆的研究非常多,而其中的

研究多限于固定悬挂点单摆做圆周运动的周期,包

括大摆角周期公式、有无空气阻尼的影响、不同摆次

单摆的周期、解析解等[1~6].对于非惯性系单摆运动

问题在近几年中学生物理竞赛中出现的次数较多,

相关文献也对此有研究,文献[7]用不同方法计算

了无固定悬挂点单摆周期,文献[8,9]利用机械能

守恒分析了匀加速直线运动系统和定轴转动非惯性

系统单摆周期,但都只分析了小角度振动周期,
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对于

事相关行业更加得心应手[7].
“半导体物理学”课程的“线上 + 线下”混合教

学模式,将理论、实践、行业的前沿信息综合一起,三

者结合能够提高微电子专业人才的综合素养[8].

4 结束语

“半导体物理学”作为微电子专业的核心课程

之一,其专业性强,需要很多前置课程来铺垫,同时

由于知识理解难度大、交叉学科多等特征,学生学习

起来较为吃力.本文结合中美贸易摩擦局势和国内

新冠疫情的情况,提出了对半导体物理学合理增减

教学内容的改革措施,制定具有微电子专业针对性

的教学计划;引入“线上 + 线下”混合的教学模式,

多元化线上教学手段能极大地提升教学效率和培养

兴趣,线下的教学既要重视理论基础也要重视实践,

搭建校企合作平台为学生锻炼实践能力,不仅能够

让学生了解到最新的行业前沿信息,联系产业实际

应用,还能使学生深刻理解课上的知识点.这门课程

中认真学习并通过考核的学生,一定会对学习半导体

物理的基本原理和方法有清晰的认识,后续学习微电

子工艺、激光原理、封装技术等课程将很容易上手.
由于自身的教学水平和经验限制,对于本课程

的建议可能不太成熟,在今后的教学工作中,将会对

上述措施逐步完善和改进,促进“半导体物理学”课

程的教学效果不断提高.
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非惯性系中大摆角振动问题研究较少.基于此,本文

从无阻尼非惯性系出发,对悬点可动单摆周期进行

了计算,得出周期的积分形式,并应用数值计算与相

关研究结果进行对比分析.

1 悬点可在水平方向无阻尼运动单摆周期的积分

形式

  考虑无阻尼情况,质量为M 的小环A 套在光滑

的水平固定杆上,摆球B的质量为m,A和B 用一长

度为l的轻绳连接[模型来源2019年全国中学生物

理竞赛(江苏赛区)第一轮复赛第15题,教材中也有

对应模型[10],如图1所示].本文以摆线与竖直方向

初始夹角为θ进行计算(原题中摆线从水平位置自

由释放).

图1 悬点无阻尼单摆模型

由于杆是光滑的,小环A 和摆球B 在水平方向

所受合外力为零,系统质心在水平方向的坐标保持

不变,即质心位置到摆球B 的距离应该为

l1= M
M +ml

(1)

考虑悬线在摆动过程中质心水平坐标不变,而

竖直坐标在变化,为方便研究,取摆线水平时质心位

置为坐标原点O,建立直角坐标系如图2所示(其中

摆线与竖直方向夹角为θ时,令OB与水平方向的夹

角为φ,l2=l-l1,vB 为摆球B的速度,ϕ为摆球B此

时运动方向与水平方向的夹角.

图2 悬点无阻尼单摆坐标系及相关物理量

分析可知,摆球B 对应的横纵坐标分别为

x=l1sinθ  y=-lcosθ
联立两式消去θ可得摆球运动的轨迹方程为椭圆的

一部分,如下

x2

l21 +y2
l2 =1 (2)

对式(2)求导可得椭圆上此点切线斜率为

y′=tanϕ=-xl2
yl21 =lsinθ

l1cosθ=

M+m
M tanθ (3)

角度ϕ为摆球B 此时速度的方向与水平方向夹

角,为方便后文计算,进一步化简可得

cosϕ= l1cosθ
l2sin2θ+l21cos2θ

(4)

由于水平方向外力之和为零,所以水平方向动

量守恒

MvA =mvBcosϕ (5)

将式(1)、(4)带入式(5)可得

vB = M2

m2 + M+( )m 2sin2θ
m2cos2θ vA (6)

设摆绳初始时刻与竖直方向的夹角为θ0,由于

系统机械能守恒

mglcosθ-cosθ( )0 =12Mv2
A +12mv2

B (7)

将式(6)带入式(7)可得

vA = 2m2glcos2θcosθ-θ( )0

M2+m2sin2θ+Mm 1+sin2( )θ
(8)

vB =

2gl(cosθ-cosθ0)(M2+m2sin2θ+2Mmsin2θ)
M2+m2sin2θ+Mm 1+sin2( )θ

(9)

以O 为圆心,dφ角度对应的圆弧长度即为

ds0=lcosθ
sinφ

dφ (10)

而小球轨迹并非圆弧,而是椭圆,根据几何关系

可得dφ对应的轨迹弧长

ds= ds0
sinφ+( )ϕ

= lcosθ
sinφsinφ+( )ϕ

dφ (11)

根据式(9)和(11)即可得到摆球周期的积分

形式
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T=4t=4∫
π
2

φ0

ds
vB

=

4∫
π
2

φ0

lcosθ
sinφsinφ+( )ϕ

vB
dφ (12)

φ0 为摆绳初始时OB 与水方向的夹角.由于质

心水平位置坐标不变,可将θ用φ 取代

tanθ=

M+m
M
tanφ

(13)

由式(3)和式(13)可将ϕ用φ 取代

tanϕ=

M+mæ

è
ç

ö

ø
÷

M
2

tanφ
(14)

将式(13)和式(14)带入式(12)即可进行数值积分

计算[11].
对于此类模型的周期,竞赛题答案多采用受力

分析结合非惯性系动力学方程求解,这种方法通过

数值计算也可求出模型的准确周期或频率,相关文

献给出其他方法,当摆角θ较小时取sinθ≈θ,然后

近似计算小角度非惯性系单摆周期[7,8].在教材中

有定义M 水平坐标x1和θ为广义坐标,然后利用拉

格朗日方程得到微分方程组[10]

M+( )m x
··
1-mlθ

··
cosθ+mlθ

·
2sinθ=0

mllθ
··
-x
··
1cos( )θ =-mglsinθ

然后考虑摆角很小,可以近似认为sinθ≈θ,

cosθ≈1,并忽略含θ
··

的高阶小量,进而求得摆动周

期[10].这里我们消去上面微分方程组中的x
··
1,得到

微分方程如下

Ml+mlsin2θ
cosθ

·θ
··
+mlsinθ·θ

·
2+

M+( )m gsinθ
cosθ =0 (15)

上式为二阶微分方程,令x1=dθdt
,x2=θ,带入

式(15)降为一阶微分方程组,再通过编程亦可求出

相关物理量[2,11],这也是分析力学中常用方法.

2 数值计算周期与近似周期的比较分析

根据上文,取l=0.75m,g=9.79407m/s2[1],

令N=M
m
,不同质量比值时,得到对应大摆角悬点可

动单摆周期的数值结果,并与大摆角惯性系单摆周

期进行比较(最后一栏),如表1所示.

表1 数值计算周期与近似周期的比较

无阻尼悬点可动单摆周期T/s

θ0/(°) N =1 N =5 N =100 N =107

无阻尼惯性系

单摆周期T/s[1]

45 1.4349 1.6937 1.8016 1.8082 1.8080

44 1.4269 1.6892 1.7984 1.8050 1.8049

43 1.4190 1.6847 1.7952 1.8020 1.8019

42 1.4113 1.6803 1.7921 1.7990 1.7990

41 1.4036 1.6761 1.7892 1.7960 1.7961

40 1.3960 1.6719 1.7862 1.7932 1.7933

39 1.3886 1.6678 1.7834 1.7904 1.7906

37 1.3741 1.6599 1.7780 1.7851 1.7853

35 1.3602 1.6524 1.7728 1.7801 1.7804

33 1.3467 1.6453 1.7680 1.7755 1.7757

30 1.3277 1.6354 1.7613 1.7690 1.7693

27 1.3100 1.6263 1.7553 1.7631 1.7635

24 1.2938 1.6182 1.7500 1.7580 1.7583

20 1.2747 1.6088 1.7439 1.7520 1.7524

—13—

2021年第10期               物理通报               大学物理教学



  从数值计算的数据进一步可以得到,大摆角悬

点可动单摆周期变化随着N 的减小而更明显,当N

值很大时,其周期与悬点固定单摆周期基本一致(本

文计算均为无阻尼情况,N =107 对应周期与文献

[1]周期存在微小差距,与数值计算精度有关).

当N=M
m

为不同值时,数值计算无阻尼悬挂点

单摆在不同初始摆角运动周期T与小角度简谐运动

周期T0的比值,即T
T0

随摆角θ的变化关系如图3所

示,其中

T0=2π l
g

M
M +m

[7,10]

l为摆线的长度,g为重力加速度,M 和m 分别代表

悬点和摆球的质量.

图3 T
T0

随θ的变化关系

从图3可以看出,当角度较小时,T
T0

接近1,随

着初始摆角θ的增加,T
T0

也不断增加,即T0 仅适用

于小角度悬点可动单摆,当角度较大时误差会较大

不再适用;相同角度时,随着N 的增加,T
T0

在减小,

这与一般悬点固定的惯性系中大摆角单摆周期T
T0

的比值明显不同,悬点固定的单摆相当于M
m➝∞

,则

T0=2π l
g

T
T0

=1+14sin
2θ0+14×3

2

42sin
4θ0+…比值固定[1],

在惯性系中其比值仅与初始角度有关,而本文中的

周期还与质量的比值有关,所以对于非惯性系大摆

角单摆周期不能简单地类比.

3 结束语

本文从轨迹的角度出发进行计算,得出非惯性

系单摆轨迹为椭圆的一部分(轨迹对应微元长度可

得到),进而得到轨迹切线斜率及任意位置速度的方

向ϕ(如果未求轨迹则需要假设速度方向,再通过力

与运动分解列对应方程组求出速度方向),再通过系

统机械能守恒和水平方向动量守恒求出速度,得到

周期的积分形式.其本质在于t=s
v
,只是转换成微

积分形式,在数值计算比较普遍的当下,这种方法对

于初学者是比较好的选择.
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