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摘 要:对一道改编的试题应用等时圆规律进行分析,并尝试推理新规律,进行归纳的过程中,引起已有规律和

新规律的“冲突”.对新规律进行了推理论证,猜想“冲突”的起因,借助GeoGebra软件对猜想进行动画模拟和数据

分析,尝试解决“冲突”,以期拓展GeoGebra在现有文献中的应用.
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  物理教师应用GeoGebra软件辅助教学的能力

日渐娴熟,由《物理通报》近几年发表的文献可见微

知萌,在2017至2019年共有文献4篇,2020年有文

献6篇,2021年截至4月已有4篇.纵观这些文献,

GeoGebra多应用于物理场景的建立和疑难问题可

视化的研究,如陈林老师借助3D绘图实现对电场电

势的三维建构,艾亮老师利用微积分思想研究v t
图像中的面积.现就一改编题,借助GeoGebra应用

于对未知规律的探寻和验证.

1 等时圆模型的应用

【例题】如图1所示,ad,bd,cd是竖直面内3根

固定的光滑细杆,a,b,c,d位于同一圆周上.每根杆

上都套着一个小滑环(图中未画出),3个滑环分别

从a,b,c处释放(初速为零),用t1,t2,t3 依次表示滑

环到d所用时间,则(  )

图1 例题图

A.t1 <t2 <t3   B.t1 >t2 >t3
C.t3 >t1 >t2   D.t1=t2=t3
解析:鉴于d点并非圆周的最高点和最低点,要

应用等时圆模型,需构建等时圆.以d点为圆周的最

低点,过b点做圆,如图2所示.此圆与ad和cd轨道

相交于a′和c′,由等时圆模型的规律可知,若小滑环

自a′,b和c′由静止开始下滑至d 点所用的时间相

等.从而可见,自ad下滑的时间t1小于自bd下滑的

时间t2.同理,自bd下滑的时间t2小于自cd下滑的

时间t3.所以,选项A正确.

图2 借助等时圆模型巧解例题

2 等时圆模型的拓展

由于题目中并未明确表明d点的位置,不妨将

d点向下移动,如图3所示.

图3 研究普适规律

移动d点并不会变更题目本意,即应有不变的

结果t1 <t2 <t3.
证明如下:连接Od,设∠Oda为α,做水平辅助
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线df,设∠fdO为β,如图4所示.得ad=2Rcosα,小
滑环自ad 轨道下滑的加速度为gsin(α+β),所
以有

2Rcosα=12gsin
(α+β)t2

图4 滑轨处于圆心侧上方

得

t= 4Rcosα
gsin(α+β)

= 4R
g(tanαcosβ+sinβ)

对于确定的d点而言,β为定值,所以当α角度

逐渐减小时,t值增大.
如果ad 弦低于圆心O,如图5所示,则有

t= 4Rcosα
gsin(β-α)= 4R

g(sinβ-tanαcosβ)
当α角度逐渐减大时,t值仍增大.

图5 滑轨处于圆心侧下方

从而可见,只要落点d相同,开始下滑的位置越

高,所用时间越小,即始终有t1 <t2 <t3,不妨暂称

为“圆时间规律”.

3 问题的产生 猜想与论证

“圆时间规律”的结论t1<t2<t3和d点的位置

无关.那么,不妨继续下移d 点(a,b,c3点位置不

变),直至移动到圆心的正下方,即圆周的最低点.此
时,等时圆模型突现,必有t1=t2=t3.这和“圆时间

规律”所得结论相冲突,其原因何在呢?

细细推敲等时圆模型的规律和“圆时间规律”

均没有问题.猜想在d点下移的过程中,尽管下滑的

时间会变化,且各轨道所用时间t1,t2,t3 不等,但与

之同时t1,t2,t3 之间的差值在逐渐减小.

为验证猜想,采用GeoGebra制作动画研究时

间差.做一个半径为5的圆,并按题设在圆周上取a,

b,d点建立下滑轨道,设置顶角γ用以记录d点在圆

周上位置的变化,d点越接近于圆周最低点,角度γ
越小.借助Length指令获取两个轨道长度,借助角

度工具获取斜面倾角.利用匀变速运动公式计算下

滑时间,并求时间差,如图6和表1所示.

t1= 2Lad

gsinθ1 =1.56s t2= 2Lbd

gsinθ2 =1.86s

Δt=t2-t1=1.86s-1.56s=0.3s

图6 圆和轨道

表1 通过软件获取研究所需数据

t1/s t2/s Δt/s γ/(°)

1.719886 2.620149 0.900263 45.0000

1.667195 2.326697 0.659501 39.8700

1.647897 2.232091 0.584194 37.7100

1.626191 2.132288 0.506097 35.0775

1.606168 2.045651 0.439483 32.4450

1.585723 1.961902 0.376179 29.5425

1.565004 1.881319 0.316315 26.3700

1.542520 1.798184 0.255664 22.6575

1.522674 1.728103 0.205429 19.1475

1.502872 1.660917 0.158045 15.4350

1.479037 1.583264 0.104227 10.7100

1.458234 1.518032 0.059798 6.3900

1.437766 1.455890 0.018124 2.0025

(下转第133页) 
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正确处理问题加大了阻力.第三,只有建立坐标系才

能将矢量式转化为分量式,用代数运算代替矢量运

算.例如,在运用动量定理时,将冲力、冲量以及初、
末动量与坐标系的正方向进行比较,确定它们应取

的正负号,才可列出动量定理在某一方向的分量式,
将矢量运算转化为代数运算.若学生没有形成“坐标

系意识”,则无法透彻理解分量式的方向性,列式时

往往容易出现随意添抹正、负号的现象.
综上所述,我们认为x t关系所体现的“位置

时间关系”是“坐标系意识”的反映,除运动学规律

外,x t关系本身还承载着更深刻的建立坐标系、精
准描述物体位置的功用.因此,对“坐标系”作用的阐

述绝不该一笔带过,反而应在质点运动学x t关系的

学习过程中逐步渗透、深化理解.否则学生对质点运

动学规律的理解就可能是片面或畸形的,同时还会为

后续学习埋下隐患.这一点希望教学者能纳入考量.
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  在d点代数区设置其“增量”为5,“速度”为3
的情况下启动动画.观察d点下移过程中,不同轨道

下滑的时间差,并借助“记录到表格”功能以获得数

据列表.从数据清晰可见,伴随着d 点的下移,γ 角

趋向于零,t1与t2的数值逐渐逼近,即Δt=t2-t1趋

向于零.
将动点d的“速度”降低到0.1,以获取更多的

数据,并在GeoGebra中以Δt为横坐标,γ 角(弧度

值)为纵坐标创建点阵,如图7所示.由图7可见,在

d点下移到最低点的过程中,通过不同轨道下滑的

时间差趋向于零.
通过研究可知,若在圆周一侧取一位置略低的

d点,作为斜面底边的端点,从圆周另一侧选取一些

点作为光滑斜面的顶点,让物体自各顶点下滑,下滑

的时间和各顶点到d之间的高度差有关,高度差越

大,时间越小.其成立的条件是d点不能是圆周的最

低点.

图7 γ Δt点阵

该测试题改编自2004年高考全国理综卷Ⅰ,原
题中“d 点 为 最 低 点”,正 确 选 项 是 D.借 助 于

GeoGebra的探究,也发现改编题默认d点为一侧点

的做法略有不当,在试题中增加一条“d 点非最低

点”的条件,让试题更为严谨.
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