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摘 要:拉格朗日点是平面圆形限制性三体问题的5个特解,鹊桥中继卫星可以围绕拉格朗日L2 点做圆周运

动实现地月通讯.我国在拉格朗日点的研究与应用领域收获了重大成果,以拉格朗日点为背景素材的试题也频频出

现,在天体运动教学中应该重视.
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  近年我国成功发射了人类历史上第一颗地月中

继卫星,并赋予其极具中华传统文化特色的名字“鹊

桥”.后续,“鹊桥”将进入环绕地月拉格朗日L2 点

的使命轨道,完成嫦娥四号与地球之间中继通讯的

任务.一时之间拉格朗日点成为学术界热烈讨论的

话题,在中学的天体运动教学中,也出现了大量以拉

格朗日点为背景素材的试题.那么拉格朗日点具备

怎么样的特征,“鹊桥”为什么能够绕L2 点做匀速

圆周运动,教学中应该如何处理这类问题呢?

1 平面圆形限制性三体问题

  如图1所示为一孤立的双星系统,设两星体质

量分别为M 和m,星体间距离为R,双星靠着相互

的万有引力围绕系统的质心做匀速圆周运动.质心

O 到星球M 距离为x1,到星球m 距离为x2,则有

x1= mR
M+m  x2=

MR
M+m

图1 双星系统

如果在该双星系统中,放入第3个质量为 m0

的小物体,小物体不影响 M 与m 的受力情况与运

动状态,但小物体同时受到 M 与m 的万有引力作

用并能够与他们保持相对静止,以共同的角速度绕

质心做匀速圆周运动,小物体应该放在什么位置?

这就是“平面圆形限制性三体问题”,该问题有5个

特解.1767年数学家欧拉根据旋转的二体引力场推

算出其中的3个点(特解)L1,L2,L3,1772年数学家

拉格朗日推算出另外两个点(特解)L4 和L5;但后

来习惯上将这5个点都称为“拉格朗日点”[1].如图

2所示,L1 点、L2 点与L3 点均在两星体的连线上,

L4 点与L5 点则分别与两星体构成等边三角形.下
面对这5个点进行讨论.

图2 拉格朗日点

1.1 拉格朗日L1 点的位置

设拉格朗日L1 点处放置一质量为m0 的小物

体可以在M 与m 共同的引力作用下绕O 点做匀速

圆周运动,并和M,m 保持相对静止.
设L1 点到星体m 的距离为x,令x=kR,对物

体m0 分析,由牛顿运动定律可得

GMm0

(R-x)2-
Gmm0

x2 =m0ω2(x2-x) (1)
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对m 分析,由牛顿运动定律可得

GMm
R2 =mω2x2 (2)

其中

x2= MR
M+m

(3)

由式(1)~(3)联立解得

(1-k3)(1-k2)
k2-k2(1-k)3 =

M
m

(4)

可以看出,式(4)即为拉格朗日L1 点的通解方

程,只要知道M 与m 的质量之比,就可以求出k值,
下面以日地系统为例计算.

太阳的质量M=1.989×1030kg,地球质量m=

5.965×1024kg,两者质量之比M
m=333445

,太阳与

地球距离 R=1.496×1011 m,将数据代入式(4)
(1-k3)(1-k)2
k2-k2(1-k)3 =333445.

为了求出k值,不妨构

造函数

y=(1-k3)(1-k)2-333445[k2-k2(1-k)3]
通过赋值方法寻找到y为零时k 的数值,利用

MICROSOFTOFFICEEXCEL工作表对k赋值,
计算出以下结果[2],如表1所示.

表1 日地系统L1 点赋值

k y

0.00994 0.007514116

0.00995 0.004565421

0.00996 0.001610872

0.00997 -0.001349536

0.00998 -0.004315809

0.00999 -0.007287954

  当k≈0.00997时,y≈0.因此拉格朗日L1 点

距离地球约x=kR=1.49×109m处,即拉格朗日

L1 点在距离地球约149万公里处.
在地月系统中,地球质量

M=5.965×1024kg
月球质量

m=7.349×1022kg
两者质量之比

M
m=81.2

地球与月球距离R=3.844×108m,构造函数

y=(1-k3)(1-k)2-81.2[k2-k2(1-k)3]
同样通过赋值法求出k数值,如表2所示.

表2 地月系统L1 点赋值

k y

0.148 0.044124348

0.149 0.029240471

0.150 0.014199719

0.151 -0.000998605

0.152 -0.016355194

0.153 -0.031870736

  当k≈0.151时,y≈0.因此拉格朗日L1 点距

离月球约x=kR=5.80×107m处,即拉格朗日L1
点在距离月球约5.80万公里处.
1.2 拉格朗日L2 点的位置

设L2 点到星体m 的距离为x,令x=kR,对物

体m0 分析,由牛顿运动定律可得

GMm0

(x+R)2+
Gmm0

x2 =m0ω2(x+x2) (5)

对m 分析,由牛顿运动定律可得

GMm
R2 =mω2x2 (6)

其中

x2= MR
M+m

(7)

由式(5)~(7)联立解得

(1-k3)(k+1)2
k2(k+1)3-k2 =

M
m

在日地系统中,通过赋值法可得k≈0.01003,
因此拉格朗日L2 点距离地球约x=kR=1.50×109

m处,即拉格朗日L2 点在距离地球约150万公里

处;在地月系统中,通过赋值法可得k≈0.168,因此

拉格朗日L2 点距离月球约x=kR=6.46×107 m
处,即拉格朗日L2 点在距离月球约6.46万公里处.
1.3 拉格朗日L3 点的位置

设L3 点到星体m 的距离为x,令x=kR,对物

体m0 分析,由牛顿运动定律可得

GMm0

(x-R)2+
Gmm0

x2 =m0ω2(x-x2) (8)

对m 分析,由牛顿运动定律可得

GMm
R2 =mω2x2 (9)
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其中

x2= MR
M+m

(10)

由式(8)~(10)联立解得

(1-k3)(k-1)2
k2(k-1)3-k2 =

M
m

在日地系统中,通过赋值法可得k≈2.000,因
此拉格朗日L3 点距离地球约x=kR=2.99×1011

m处;在地月系统中,通过赋值法可得k≈1.993,拉
格朗日L3 点离月球的距离x=7.66×108m.

1.4 拉格朗日L4 和L5 点的验证

物体m0 同时受到 M 与m 的引力作用,设合力

方向交M 与m 的连线于O 点,O 点距离M 的距离

设为x,如图3所示.

图3 拉格朗日L4 和L5 点

在力三角形中,由正弦定理可得

F1

F2
=sin

(60°-θ)
sinθ

由于F1

F2
=M
m
,则有

sin(60°-θ)
sinθ =M

m
通过计算整理,得

3
2cosθ=(12+M

m)sinθ (11)

在几何三角形中,由正弦定理得

x
R=

sinθ
sin(120°-θ)=

sinθ
3
2cosθ+

1
2sinθ

(12)

将式(11)代入(12)并约去sinθ解出

x= m
M+mR

可以发现,O 点的位置就是M 与m 系统的质心

位置,说明,m0 将围绕 M 与m 系统的质心做匀速

圆周运动,与M 和m 保持相对静止.

2 “鹊桥”绕地月系统L2 点的运动

  为了探测月球背面的情况,必须在月球背面放

置探测器,然而探测器的信号无法直接传输给地球.
为了解决这一问题,需要一颗中继卫星传递信号,构
成地球和探测器间的桥梁,这就是“鹊桥中继卫星”
(简称“鹊桥”).它的运动可以简化为绕地球公转的

同时围绕拉格朗日L2 点自转.然而L2 点没有任何

物体,为何会绕其运行呢? 不妨从动力学角度进行

分析.
设地球质量为 M,月球质量为m,“鹊桥”质量

为m0.L2 点距离月球为x,地月间距为R.m0 的受

力情况如图4所示,其中地球对m0 的引力大小为

F1=
GMm0

(x+Rcosα)
2

月球对m0 的引力大小为

F2=
Gmm0

(x
cosθ)

2

选择以O 点为圆心的匀速旋转参考系,在该参

考系中,需要引入离心力,即F离=m0ω2x+x2cosβ
.由

于地月系统旋转角速度非常小,中继卫星在旋转参

考系中受到的科里奥利力可以忽略不计[3].

图4 鹊桥在旋转参考系中的受力示意图

按照图中所示建立x,y 坐标轴并将各个力正

交分解,在x轴方向有

Fx=F离cosβ-F1cosα-F2cosθ=

m0ω2(x+x2)- GMm0

(R+x)2cos
3α-Gmm0

x2 cos
3θ

由于地月系统的质心O 离月球很近,且L2 点

到月球的距离远大于月球的半径,只需要很小的θ
角就可以避开月球的阻挡实现中继信号传输[3].可
以近似认为cosα≈1,cosθ≈1,可以化简为

Fx=m0ω2(x+x2)- GMm0

(x+R)2-
Gmm0

x2

由1.2中方程(5)可知Fx=0.
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在y轴方向有

Fy=F离sinβ-F1sinα-F2sinθ=m0ω2(x+x2)

tanβ-
GMm0

(x+R)2cos
2αsinα-Gmm0

x2 cos
2θsinθ

由于α与β极小,故tanβ≈0,cosα≈1,cosθ≈
1,可得

Fy=
GMm0

(x+R)2sinα-
Gmm0

x2 sinθ

考虑到α≪θ,可认为Fy=
Gmm0

x2 sinθ
,向心力

由Fy 提供,即

Fy=m0(2πT)
2

xtanθ

考虑到sinθ≈tanθ,可以求得

T=2π x3
Gm

这就是“鹊桥”的自转周期大小,可以发现其周期为

一定值.

3 天体运动教学中的拉格朗日点

  上面的分析均基于系统围绕质心做圆周运动,

事实上在日地系统中,由于太阳的质量远远大于地

球质量,系统的质心相当靠近太阳.因此在中学阶

段,可将太阳看成静止状态,地球绕太阳做匀速圆周

运动,地月系统中也是同理.在此基础上,可以归纳

出天体运动教学中常见的拉格朗日点模型特征如表

3所示.
表3 常见的拉格朗日点模型特征

  研究要素

研究对象
运动状态 受力特征 动力学方程(x表示m0 到m 的距离)

M 静止 无 无

m
 围绕 M 以角速度

ω 做匀速圆周运动

 只受 M 的万有引

力作用
 GMm

R2 =mω2R

m0
 围绕 M 以角速度

ω 做匀速圆周运动

 同时受 M 与m 的

万有引力作用

 L1 点:G Mm0

(R-x)2-G
mm0

x2 =m0ω2(R-x)

 L2 点:G Mm0

(R+x)2+G
mm0

x2 =m0ω2(R+x)

  基于模型特征,中学物理对拉格朗日点通常有

如下考查.
3.1 考查拉格朗日L1 点

【例1】如图5所示,拉格朗日点L1 位于地球和

月球的连线上,处在该点的物体在地球和月球引力

的共同作用下,可与月球一起以相同的周期绕地球

运动.据此,科学家设想在拉格朗日点L1 建立空间

站,使其与月球同周期绕地球运动.以a1,a2 分别表

示该空间站和月球向心加速度的大小,a3 表示地球

同步卫星向心加速度的大小.则以下判断正确的是

(  )

图5 例1题图

A.a2>a3>a1    B.a2>a1>a3
C.a3>a1>a2    D.a3>a2>a1
解析:由于空间站和月球的角速度相同,月球轨

道半径大于空间站轨道半径,根据a=ω2r可知,a2>
a1.同步卫星的周期为1天,月球周期约27天,而且

两者均只受到地球的吸引力,说明同步卫星的轨道

半径小于月球.

根据a=GM
r2

可知,a3>a2.故a3>a2>a1.答案

选择D.
点评:该题的突破口在于空间站和月球具有相

同的角速度,由a=ω2r判断加速度大小.学生对此

通常会有一个疑问:“为什么不能用a=GM
r2

判断两

者的加速度呢?”原因在于该公式针对只受到地球万

有引力作用的卫星使用,但空间站同时受到地球和

月球的万有引力,因此不能用该公式分析.学生可能

还会疑惑:“月球不会受到空间站的引力吗?”原因在

于空间站质量远小于月球,对月球产生的引力加速

度大小可以忽略不计.
3.2 考查拉格朗日L2 点

【例2】如图6所示,地月拉格朗日L2 点在地球
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与月球的连线上,若卫星在L2 点,受到地球与月球

两大天体的引力作用,能与月球保持相对静止.已知

地球质量和地月距离,若要计算L2 点与地球的距

离,只需要知道的物理量是(  )

图6 例2题图

A.月球的质量      B.卫星的质量

C.月球绕地球的运行周期 D.引力常量

解析:设地球质量为 M,月球质量为m,卫星质

量为m0,月地距离为R,拉格朗日点到地球距离为

x,其中只有M 与R 为已知量.
卫星以角速度ω绕地球运动,卫星同时受到太

阳与地球的引力.据万有引力定律和牛顿定律,得

GMm0

x2 +G
mm0

(x-R)2=m0ω2x (13)

月球绕地球运动的角速度也为ω,根据万有引

力定律和牛顿定律,有

GMm
R2 =mω2R (14)

由式(13)与式(14)联立解得

R2

x2+
R2

(x-R)2
m
M=

x
R

(15)

由式(15)可知,在 M 与R 已知的情况下,只需

知道月球质量m,即可求出x,正确答案为A.
点评:本题对卫星和地球分别列出动力学方程,

学生需要去思考,为了求出x,需要知道哪些物理

量,考查了逆向思维能力.
3.3 考查拉格朗日L4 与L5 点

【例3】两个靠得很近的天体绕着它们连线上的

一点(质心)做匀速圆周运动,构成稳定的双星系统.
双星系统运动时,其轨道平面上存在着一些特殊的

点,在这些点处,质量极小的物体(如人造卫星)可以

相对两星体保持静止,这样的点被称为“拉格朗日

点”.现将地 月系统看作双星系统,如图7所示,O1

为地球球心,O2 为月球球心,它们绕着O1O2 连线

上的O 点以角速度ω 做圆周运动.P 点到O1 与O2

距离相等且等于O1O2 间距离,该点处小物体受地

球引力FE 和月球引力FM 的合力F,方向恰好指向

O,提供向心力,可使小物体也绕O 点以角速度ω 做

圆周运动.因此,P 点是一个拉格朗日点.现沿O1O2

连线方向为x轴,过O1 与O1O2 垂直方向为y轴建

立直角坐标系;A,B,C 分别为P 关于x 轴、y轴和

原点O1 的对称点.D 为x 轴负半轴上一点,到O1

的距离小于P 点到O1 的距离.根据以上信息可判

断(  )

图7 例3题图

A.A 点一定是拉格朗日点

B.B 点一定是拉格朗日点

C.C点可能是拉格朗日点

D.D 点可能是拉格朗日点

解析:根据题中条件可知,P 点处小物体受到地

球和月球吸引力的合力指向地月系统的质心,和月

球以相同的角速度绕地球做匀速圆周运动.根据对

称性可知,A 点必然是拉格朗日点.B 点和P 点受

到地球的引力大小相等,但受到月球引力比P 点处

受到月球引力小,其合力方向不可能指向地月系统

的质心,考虑到对称性可知,B 点与C 点均不可能

是拉格朗日点.物体如果放在D 点,同时受到地球

和月球的吸引力,而地球在D 点产生的引力加速度

大于在月球处产生的引力加速度,说明放在D 点处

的物体的加速度一定大于月球,因此不能与月球保

持相对静止.因此答案为A.
点评:质心是中学阶段不做要求的知识点,本题

先介绍了质心的概念并解释了P 点是拉格朗日点

的原因,要求学生运用所学的知识判断其他点是否

为拉格朗日点.学生需要理解新的知识并学会应用

它解决新的问题,很好地考查了知识迁移能力.
3.4 鹊桥中继卫星的运动情景

【例4】2019年1月3日,嫦娥四号成功着陆在

月球背面开始了对月球背面区域的科学考察之旅.
由于月球在绕地球的运行过程中永远以同一面朝向

地球,导致地球上的任何基站信号都无法直接穿透
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月球与嫦娥四号建立联系,为此,我国特意于2018
年5月21日成功发射了嫦娥四号中继星“鹊桥”,如
图8所示,若忽略除地球和月球外其它天体的影响,
运行在地月引力平衡点(地月第二拉格朗日点)的
“鹊桥”的运动可简化为同时参与了以L2 点为中心

的自转和与月球一起绕地球的公转两个运动,以确

保嫦娥四号和地球之间始终能够正常地进行通讯联

系.以下关于月球和中继星“鹊桥”运动的认识中正

确的是(  )

图8 例4题图

A.月球的自转周期与其绕地球的公转周期一

定是相同的

B.“鹊桥”的公转周期一定大于月球的公转

周期

C.“鹊桥”自转的周期一定等于其绕地球公转

的周期

D.“鹊桥”绕L2 点自转的向心力一定是地球和

月球对其万有引力的合力

解析:题干中明确指出,月球在绕地球的运行过

程中永远以同一面朝向地球,因此月球的自转周期

与其绕地球的公转周期一定是相同的,故 A正确;
“鹊桥”的公转周期与月球相同,故B错误;题干中

没有给出“鹊桥”自转周期的信息,因此“鹊桥”自转

周期不一定等于其绕地球公转的周期,故C错误;
“鹊桥”同时参与了以L2 点为中心的自转和与月球

一起绕地球的公转两个运动,“鹊桥”绕L2 点自转

的向心力由地球和月球对其万有引力、惯性离心力

三者的合力,故D错误.因此答案为A.
点评:“鹊桥”同时参与了绕地球的公转与绕L2

点的自转,除了学习过物理竞赛的同学,大部分同学

都无法转换参考系分析这类问题.但考虑到“鹊桥”
同时参与了两个圆周运动,可以定性得到D选项是

错误的.A选项也具有隐蔽性,需要学生准确地抓

住“月球在绕地球的运行过程中永远以同一面朝向

地球”这句话的隐含条件.

4 结束语

  研究拉格朗日点可以促进对深空探测技术的突

破和掌握,对空间探测的未来发展将起到重要的推

动作用[4].我国对该项技术的研究处于世界前列,在
教学中渗透相应内容,不仅可以加强学生对天体运

动知识的运用,同时有利于树立爱国主义情怀,增强

民族自豪感.拉格朗日点在教学中应该重视.
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LagrangianPointsthatshouldbePaid
AttentiontointheCelestialMovementTeaching

LyuJunjun
(TongwenMiddleSchoolofJiujiangCity,Jiujiang,Jiangxi 332000)

Abstract:TheLagrangepointisfivespecialsolutionstotheplanecircularrestrictedthree-bodyproblem.The

Queqiaorelaysatellitecan moveinacircular motionaroundtheLagrangepointL2toachieveearth-moon

communication.OurcountryisattheLagrangepointSignificantresultshavebeenobtainedinthefieldofresearch

andapplication,andtestquestionswithLagrangianpointsasthebackgroundmaterialalsoappearfrequently,which

shouldbepaidattentiontointheteachingofcelestialmovement.

Keywords:Lagrangianpoint;three-bodyproblem;celestialmovementteaching
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