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摘 要:光滑半圆槽放置在光滑水平地面上,均质细直杆在半圆槽内运动,因其具有角速度而不同于小球在光

滑半圆槽内的运动.运用动量守恒和机械能守恒求解或运用理论力学和微积分相关知识从系统运动的瞬时状态求

解,可以推导出均质细直杆的角速度.基于 MATLAB的数值模拟表明,系统做周期运动,且随着半圆槽与均质细直

杆质量比的增大,运动周期增大并收敛.
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1 提出问题

小球在光滑半圆槽内的运动是讲解动量守恒时

常用的模型.如果将小球换成均质细直杆,那么对于

均质细直杆的运动就无法用质点运动学的知识进行

求解.均质细直杆是刚体,刚体运动因具有角速度而

有别于质点运动,所以需要应用刚体运动学和动力

学的相关知识进行推导.本文将以如下题目为例,通

过两种方法求解均质细直杆在光滑半圆槽内的运

动.
在图1所示的竖直平面内,质量m1=3m,半径

为r的光滑半圆槽放置在光滑水平面上,其中放置

有质量m2=m,长度为r的均质细直杆AB,初始时

刻A端位于半圆槽左顶点处.系统无初速度释放,求

杆AB 发生30°转角的瞬间,杆AB 的角速度.

图1 半圆槽 均质细杆系统

2 用动量守恒和机械能守恒求解杆AB 的角速度

如图2所示,半圆槽沿水平方向做直线运动,杆

AB 的质心C 相对于半圆槽以动点O 为圆心做圆周

运动.

图2 速度分析

设质心C的速度为vc,半圆槽速度为v0,质心C
相对于半圆槽的速度为vr.以半圆槽为参考系,选取

质心C为动点,根据伽利略速度变换有

      vc=v0+vr (1)

设杆AB 的角速度为ω,则vr= 32ωr.由于系统

在运动的过程中,水平方向不受外力,且初始时刻系

统静止,根据动量守恒定律

m1v1x +m2vcx =0
有

 -m1v0+m2 -v0+vrcosπæ
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整理得

     v0= 3
8vr=316ωr

( )3

在系统运动的过程中,只有杆AB 的重力做功,

所以系统的机械能守恒.初始时刻系统的动能T0=
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0,末了时刻系统的动能为

T1=12m1v20+12m2v2c+12JAB
C ω2=

1
2
·3mv2

0+12mv20+v2r-2v0vrcosπæ

è
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ø
÷

6 +

  12
·1
12mr2ω2=133384mr2ω2 ( )4

设半圆槽最低点,也即末了时刻杆AB 上B 点

所在的位置为零势能点.则初始时刻系统的势能

V0= r- 3
4

æ

è
ç

ö

ø
÷r mg=4- 3

4 mgr

末了时刻系统的势能

V1=14mgr

根据机械能守恒定律

T0+V0=T1+V1

有

 4- 3
4 mgr=133384mr2ω2+14mgr ( )5

根据系统末了时刻的运动状态,可知杆AB 沿

逆时针方向转动,角速度方向垂直纸面向外.化简式

(5),角速度大小为

   ω=
963-( )3
133

g
r

( )6

3 用瞬时法求解杆AB 的角速度

上一节给出了用动量守恒和机械能守恒求解杆

AB 角速度的方法.本节将从系统运动瞬时状态的

角度切入,给出此题的另一种解法.
对系统做加速度分析,以半圆槽为参考系,选取

质心C为动点.设质心C的加速度为ac,牵连加速度

为ae,相对切向加速度为aτr,相对法向加速度为anr.
根据相对运动的知识有

    ac=ae+aτr+anr ( )7

其中 ae=a0 anr=ω2· 3
2r

aτr=α· 32r

ω和α分别为杆AB 的角速度和角加速度.杆AB 的

转动角度为φ时,假定各加速度方向如图3所示.

图3 加速度分析

在系统运动的过程中,半圆槽和杆AB 组成的

系统在水平方向不受外力,根据质心运动定理可知

 m1a0+m2 a0-anrcosφ+πæ
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整理得

 a0= 3
8ω2rcosφ+πæ
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动点O 以相同的速度随半圆槽运动,杆AB 相

对于动点O 的动量矩Lr
O 为

       LrO =JOω =

1
12mr2+m 3

2
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ω=56mr2ω ( )10

杆AB 的重力对动点O 产生的力矩MO 为

  MO =mg· 32rcosφ+πæ

è
ç

ö

ø
÷

6 ( )11

对杆AB 使用相对动点O 的动量矩定理

dLrO
dt =MO + →OC×(-m2aO)[1]

在垂直纸面方向上投影得到标量方程

 56mr2α=mg· 32rcosφ+πæ

è
ç

ö

ø
÷

6 +

  ma0· 32rsinφ+πæ
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把式(9)代入式(12),设θ=φ+π6
,整理得

  sin2θ-40æ

è
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ø
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9 α+ω2sinθcosθ+

     83g3r cosθ= ( )0 13

用θ
·
表示ω,θ

··
表示α.作如下变换

 θ
··
=α=dωdt=dθ

·

dt=dθdt
dθ
·

dθ=θ
·dθ

·

dθ
( )14

将式(14)代入式(13),整理得
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40
9-sin2æ
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     83g3r cosθ ( )15

考察式(15)发现,等式左侧可以合并为

1
2

d 40
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对式(16)进行积分,得到题目初始条件θ|t=0=π6
,

θ
·
|t=0=0下,θ和θ

·
之间的关系

 409-sin2æ
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末了时刻θ=2π3
,θ
·
=ω,代入式(17)得到杆AB

角速度ω的大小,沿逆时针方向,与第一种方法得到

的结果相同.

4 基于 MATLAB的数值模拟

为了清晰直观地了解该系统的运动规律,本节

通过 MATLAB编程求解系统运动.取g
r =1,得到

杆AB的转角φ随时间变化的曲线,角速度ω随时间

变化的曲线分别如图4和图5所示.

图4 φ t曲线

图5 ω t曲线

杆AB 的转动角度和角速度成周期性变化,且
两者的周期相等,这也是系统的运动周期.系统在运

动过程中满足机械能守恒,所以杆AB 的最大转动

角度为2π
3
,即杆AB 的B 端位于半圆槽右顶端的位

置.
保持半圆槽和杆AB 的尺寸不变,改变两者的

质量比m1

m2
,做进一步讨论.重复瞬时法的推导过程,

得到题目初始条件θ|t=0=π6
,θ
·
|t=0=0下θ和θ

·
的

关系式
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由式(18)可知,杆AB 的转动角度一定时,质量

比m1

m2
增大,杆AB 的角速度减小,因此系统的运动

周期会增大.当m1

m2
→ ∞ 时,可以认为半圆槽固定不

动,系统的运动周期收敛到它的最大值,运动周期随

质量比的变化曲线如图6所示.

图6 运动周期随质量比的变化曲线

5 结束语

本文通过两种方法解出了例题中杆AB 的角速

度,利用 MATLAB数值模拟清晰直观地分析了系

统的周期性运动,又讨论了半圆槽与均质细直杆的

质量比对系统运动周期的影响,给出了均质细直杆

在光滑半圆槽内运动的综合性研究.
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