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摘 要:对两种不同性质的有心力作用下的椭圆运动所遵循的规律从多方面进行论证、归纳和总结,对有关椭

圆运动的两个物理问题进行巧妙解答.
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  若质点在有心力的作用下沿椭圆轨道运动,则
有两种运动形式,一种是力心位于椭圆的一个焦点,
运动具有单轴对称性;另一种是力心位于椭圆的中

心,运动具有双轴对称性,即中心对称性.虽然运动

轨迹形状相同,但在各方面所遵循的规律却不尽相

同.下面从力心的位置和运动的周期这两个方面进

行论证.

1 规律论证

1.1 判断力心在椭圆中的位置

如果力心位于椭圆的一个焦点,可知径向运动

有两个转折点;如果力心位于椭圆的中心,可知径向

运动有4个转折点,因此可从径向运动转折点的个

数来判断力心所在的位置.对于质点在不同形式的

有心力作用下的椭圆运动,力心的位置不同,下面分

别进行论证.
(1)若物体在万有引力的作用下绕星球做椭圆

运动,则有心力为平方反比力,即F(r)=GMm
r2

,以

无穷远处为势能零点,可知在极坐标系中的有效势

能为[1]

Ueff= L2
2mr2-GMm

r
在径向运动的转折点处,由于径向速度为零,则

径向动能为零,此时有效势能等于总能量,即

L2
2mr2-GMm

r =E

由此可得关于距离r的一元二次方程为

Er2+GMmr-L2
2m=0

由于以无穷远处为引力势能的零点,则总能量

E<0,利用求根公式可知该方程有两个不同的正

根,表明径向运动的转折点有两个,因此力心位于椭

圆的一个焦点,那么只有长轴的两个端点是径向运

动的两个转折点.实际上,开普勒第一定律反映了行

星在平方反比力作用下运动轨道的形状以及力心所

在的位置.
(2)如果物体在线性正比力的作用下绕力心做

椭圆运动,那么有心力可表示为F(r)=kr.若以力

心为势能零点,则径向有效势能为

Ueff= L2
2mr2+12kr

2

径向运动转折点的位置满足方程

L2
2mr2+12kr

2=E

由此可得关于距离r的一元四次方程为

1
2kr

4-Er2+L2
2m=0

由于以力心为线性引力势能的零点,则总能量

E>0,利用求根公式可知该方程有4个根,是两对

互为相反数,考虑到椭圆的特殊对称性,猜想径向运

动的转折点有4个,由此推断力心位于椭圆的中心.
由于椭圆的两个顶点处的曲率半径ρ相等,则

由牛顿第二定律有kr=mv2

ρ
,可知v2 ∝r;另一方

面,由于角动量守恒,则矢径扫动的面积速率恒定.
假设力心位于椭圆的一个焦点,由v2∝r可知,若某

个顶点对应的r较大,则物体在该顶点运动的速率

较大,那么面积速率更大,因此两个顶点对应的矢径

扫动的面积速率不相等,这与实际不符,则假设不成
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立.所以,力心位于椭圆的中心,那么长轴的两个端

点和短轴的两个端点是径向运动的4个转折点.
总之,受力情况决定运动形式,若有心力为平方

反比引力,则力心位于椭圆轨道的一个焦点;若有心

力为线性正比引力,则力心位于椭圆轨道的中心.
1.2 推导椭圆运动的周期公式

在运动轨迹的顶点附近取一小段弧线,设其长

度为s,到力心的距离为r,则对应小扇形的面积为

ΔS=12sr
,在这很短的时间内,可视为匀速率运动,

则弧长s=vΔt,可知面积速率为S′=ΔSΔt=12rv.质

点在圆锥曲线顶点处的角动量为L=mvr,则面积

速率为

S′=ΔSΔt=L
2m

正是由于质点在有心力作用下运动的角动量守

恒,因此面积速率恒定.而开普勒第二定律只是角动

量守恒定律的一种形式和体现,即只有在有心力作

用下的曲线运动,矢径在单位时间内扫过的面积才

恒定.只要算出椭圆的面积和矢径扫动的面积速率,
即可求出椭圆运动的周期,这是最一般化的方法.对
于质点在不同性质的有心力作用下的椭圆运动,计
算周期还有特殊方法,下面分别推导两种情况下的

周期公式.
(1)若物体在万有引力的作用下绕星球做椭圆

运动,则有心力为平方反比力,即F(r)=GMm
r2 .

设椭圆的半长轴为a,半短轴为b,力心位于椭

圆的焦点,设长轴的两个端点到力心的距离分别为

rA 和rB,对于物体从椭圆长轴的一个端点运动到另

一个端点的过程,由角动量守恒定律有

mvArA =mvBrB

以无穷远处为势能零点,由机械能守恒定律有

1
2mv2

A -GMm
rA

=12mv2
B -GMm

rB

两个方程联立可得

vA = 2GMrB

(rA +rB)rA
= GMrB

arA

则面积速率为

S′=12rAvA =12
GM
arArB

由于b2=rArB,因此

S′=b
2

GM
a

考虑到椭圆的面积为S=πab,可知质点沿椭圆

运动的周期为

T=S
S′=2π a3

GM

周期公式变形为T2

a3=4π
2

GM =C,C为与M 有关的

常数,这就是开普勒第三定律的表达式.

由开普勒第三定律的表达式T2

a3 =C 可知,对于

同一性质的有心力,周期只与椭圆的半长轴有关,而
与椭圆的离心率无关,因此半长轴为a的椭圆运动

的周期等于以a 为半径的匀速圆周运动的周期.
(2)如果物体在线性正比力的作用下绕力心做

椭圆运动,则有心力可表示为F(r)=kr,因此力心

位于椭圆的中心,则在长轴端点和短轴端点处对应

的矢径与瞬时速度方向垂直,而且矢径的长度分别

为半长轴a和半短轴b,对于质点从椭圆长轴端点运

动到短轴端点的过程,由角动量守恒定律有

mvAa=mvBb
以椭圆中心为势能零点,由机械能守恒定律有

1
2mv2

A +12ka
2=12mv2

B +12kb
2

两个方程联立可得

vA =b k
m

则面积速率为

S′=12avA =12ab
k
m

考虑到椭圆的面积为S=πab,可知质点沿椭圆

运动的周期为

T=S
S′=2π m

k
这表明,质量为m 的质点在线性力作用下做椭

圆运动的周期等于该质点以线性力系数k为劲度系

数的弹簧振子做简谐运动的周期.简谐运动的周期

公式也可变形为类似于开普勒第三定律表达式的形

式,由此可知,对于线性正比力作用下的周期性运

动,周期只与质点的质量有关,而与椭圆的离心率无

关(可以为1或0),但要注意变量r是质点到力心的

距离.
总之,质点在平方反比力作用下沿椭圆运动的
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周期遵循开普勒第三定律,在线性正比力作用下沿

椭圆运动的周期等于质点以该力为回复力做简谐运

动的周期或以该力为向心力做圆周运动的周期.

2 规律应用

可直接利用上述规律来解答有关的物理问题.
【例1】在自由的空间中,半径为R0 的圆的内接

正方形的顶点上各有一个质量为m 的质点,其中两

个带电荷量为+q,另外两个带电荷量为-q,如图1
所示.刚开始,这些质点沿着圆的切线以相同的速率

顺时针运动.已知在运动过程中,任何一个质点到圆

心的最短距离都是R1(R1 <R0).设任意时刻电荷

都位于以O 为中心的正方形的4个角,重力的影响

忽略不计.求:(1)每个粒子的运动轨迹是什么样

的? (2)一个粒子从初始位置运动到距离圆心为R1

的位置所需的时间是多少[2]?

图1 例1题图

解析:(1)设粒子在任意位置时到O 点的距离

为r,以指向圆心为正方向,每个粒子受到的库仑

力为

F=2× kq2

2( )r
2cos45°-

kq2
(2r)2= 2

2 -
æ

è
ç

ö

ø
÷1

4
kq2
r2

由于该值大于零,表明力的方向指向圆心,即每

个粒子都受到有心力的作用,而且力跟距离的平方

成反比,类似于万有引力,又由于初速度与作用力方

向垂直,并且粒子到圆心的距离存在最小值,因此粒

子的运动类似于行星的运动,所以每个粒子的运动

轨迹都是椭圆,如图2所示.

图2 粒子的运动轨迹

(2)由于有心力是平方反比力,而且力心的位

置固定不动,因此力心位于椭圆的一个焦点,并且粒

子沿椭圆运动的周期遵循开普勒第三定律.由此可

知椭圆运动的周期等于以半长轴a为半径的匀速圆

周运动的周期,可根据牛顿第二定律列出方程

F= 2
2 -

æ

è
ç

ö

ø
÷1

4
kq2
a2 =maω2

由此得

ω2= 2
2 -

æ

è
ç

ö

ø
÷1

4
kq2
ma3

椭圆的长轴为2a=R0+R1,可知粒子运动的周

期为

T=2πω =π2q
(R0+R1)3m

2-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 k

每个粒子从初位置运动到距离圆心为R1 的位

置经历半个椭圆,因此所需的时间为半个周期,即

t=T
2=πq

(R0+R1)3m
(42-2)k

点评:解题关键是推导每个粒子受到的库仑力

的表达式,一方面可利用有心力的性质判断粒子的

运动轨迹为椭圆,而且力心位于椭圆的一个焦点;另
一方面可作为匀速圆周运动的向心力列方程.

【例2】如图3所示,在光滑的水平面上,劲度系

数为k=3.0N/m的轻弹簧一端固定于O 点,另一

端连接一个质量为m=2.0kg的小球,假设弹簧在

无作用力时的长度,可忽略不计.小球在弹簧作用下

做匀速圆周运动,系统的机械能为E0=12J.现沿小

球运动的径向给其突然打击,使小球瞬间获得一径

向速度vr0=1.0m/s,求:(1)此后运动过程中小球

到O 点的最近距离和最远距离;(2)运动的周期[1].

图3 例2题图

解析:(1)设小球受到打击之前运动的速度为

v0,轨道半径为r0,由牛顿第二定律有

kr0=mv2
0

r0
由机械能守恒定律有

E0=12mv2
0+12kr

2
0

联立方程解得

r0=2.0m  v0= 6m/s
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小球受到打击后系统的总机械能为

E=E0+12mv2
r0=13J

由于沿径向打击不影响小球的角动量,则小球

的角动量为

L=mv0r0
在径向运动的转折点,有效势能等于总能量,即

L2
2mr2+12kr

2=E,代入数据并整理得

3
2r

4-13r2+24=0

解方程得r2=13±5
3 m2,可知小球到O点的最

近距离和最远距离分别为

r1= 24
9 m≈1.63m  r2= 6m≈2.45m

(2)小球的运动轨迹为椭圆,由于弹簧在无作

用力时的长度可忽略不计,则小球受到的有心力即

弹簧弹力可表示为F=kr,是线性正比力,因此力心

O位于椭圆的中心,可知椭圆的半长轴为a=r2,半
短轴为b=r1,那么椭圆的面积为S=πab=4π.由于

角动量L=mv0r0,可知小球运动的面积速率为

S′=L
2m=12v0r0= 6m2/s

所以小球环绕力心运动的周期为

T=S
S′=4π

6
s=263 πs≈5.1s

另一解法:由于小球在线性正比力的作用下沿

椭圆运动,因此环绕运动的周期等于以k=3.0N/m
为劲度系数的弹簧振子做简谐运动的周期,即

T=2π m
k =2π 2

3 s=
26
3 πs≈5.1s

点评:由于力心位于椭圆的中心,那么小球到力

心的最大距离等于半长轴,最小距离等于半短轴,而
且环绕周期等于简谐运动的周期,还可利用匀速圆

周运动求周期.值得注意的是,若问小球相对于力心

从最大距离处第一次运动到最小距离处经历的时间

为多少,并非等于半个周期,而是等于1
4

周期.求得

弹簧的长度为r0=2.0m,数值较大,因此在题中对

弹簧在无作用力时的长度忽略不计是可行的,而且

必须忽略不计.

3 结束语

总之,由于质点受到有心力的特点不同,使得运

动轨迹的形状不同,若为椭圆,则力心在椭圆中的位

置不同,那么径向运动转折点的个数不同,计算运动

周期的方法和公式都不同.具体而言,在平方反比力

作用下的椭圆运动的力心位于椭圆的一个焦点,运
动周期遵循开普勒第三定律,即只与椭圆的半长轴

有关,而与椭圆的离心率无关(可以取0或1);在线

性正比力作用下的椭圆运动的力心位于椭圆的中

心,运动周期等于简谐运动的周期,即等于以线性正

比力系数为劲度系数的弹簧振子的周期.此外,这两

种不同形式的椭圆运动还遵循相同的规律,即在运

动过程中的角动量守恒,面积速率恒定,这为计算椭

圆运动的周期提供了更一般化的方法.
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PreliminaryExplorationontheLawof
TwoDifferentFormsofEllipticalMovement

ZhengJin
(LingyuanVocationalEducationCenter,Chaoyang,Liaoning 122500)

Abstract:Thispaperdemonstrates,inductionandsummarizesthelawsofellipticalmotionofundertheaction

oftwodifferentpropertiescentralforcefrom variousaspects,andgivesingenioussolutionstotwophysical

problemsaboutellipticalmotion.
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