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摘 要:先写出傅科摆动力学微分方程;接着证明傅科摆只在地球两极处正则动量守恒,并求出傅科摆的 v兹,v渍
与 兹 关系式;然后通过数值模拟发现一个有趣的现象,即傅科摆在水平面的振动形成“拍冶现象,在竖直方向上振动

周期为 Tz =仔 R
g ;最后给出傅科摆振动近似解,得到傅科摆进动周期 T渍 =

2仔
棕0

sin 姿;并给出傅科摆进动轨迹闭合周

期解的条件 2m g
R =n棕0 sin 姿(m,n 为正整数) .
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摇 摇 傅科摆是法国物理学家傅科 1851 年在巴黎首

先制成,摆线长大约是 67 m,通过这个实验证明地

球在自转. 由于科氏力的存在,傅科摆在来回摆动的

同时又在绕竖直轴缓慢的转动,类似水星近日点的

进动现象. 大学教材[1] 在分析傅科摆时,认为摆球

在竖直方向上没有运动,摆线的拉力近似等于摆球

的重力,得到摆球的振动规律,这样处理可以让小球

的运动有解析解. 若忽略地球的自转,按照以上分析

发现傅科摆的运动轨迹可能是椭圆,但实际上小球

的运动轨迹不可能是椭圆.

1摇 傅科摆的动力学微分方程

摇 摇 如图 1 和图 2 所示,傅科摆所处纬度为 姿,摆线

长为 R,摆球质量为 m,重力加速度为 g,则

m d2

dt2
x( t)= -x( t)R F( t)+2m棕0sin 姿 d

dt y( t)

m d2

dt2
y( t)= -y( t)R F( t)- (1)

2m棕0 sin 姿 d
dt x( t)+cos 姿 d

dt z( t
é

ë
êê

ù

û
úú)

m d2

dt2
z( t)= R-z( t)

R F( t)+2m棕0cos 姿 d
dt y( t)-mg

摆球的限制方程为

x2( t)+y2( t)+[R-z( t)] 2 =R2 (2)
式(1)没有解析解,可以这样近似处理

R-z= R2-(x2+y2) =

(R 1-x
2+y2

2R2 + )… 抑R (3)

图 1摇 傅科摆在地球上的坐标系

图 2摇 傅科摆受力分析

式(1)中最后一式变为

F=mg-2m棕0cos 姿 d
dt y( t)抑mg (4)

则式(1)前两项可变为

x··-2棕0y·sin 姿+ g
r x=0

y··+2棕0x·sin 姿+ g
R y=0

(5)
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摇 摇 进一步分析,可得傅科摆的运动规律[1 ~ 5],

x( t)= (A+B) (cos g
R )t cos(棕0sin 姿) t+

(A-B) (sin g
R )t sin(棕0sin 姿) t (6)

y( t)= -(A+B) (sin g
R )t sin(棕0sin 姿) t+

(A-B) (sin g
R )t cos(棕0sin 姿) t

式(6)中 A,B 是两个积分常数,其值由摆球的初始

条件决定.
以上处理可等效为: 一根原长为零的弹簧

(ZLS)振子在匀强磁场中的运动[6],带电粒子所受

洛伦兹力与科氏力可以等效[3];若傅科摆在赤道处

摆球不受科氏力,傅科摆的运动是球面摆,其运动轨

迹不可能是椭圆,其运动轨迹类似水星近日点进动

现象[7];参考文献[1]之所以认为傅科摆在赤道处

时运动轨迹可能是椭圆,是因为它没有考虑摆球在

竖直方向上的运动.

2摇 傅科摆在地球两极处运动规律

摇 摇 设傅科摆所处纬度为 姿,从图 3 可以看出地球

自转的角速度 棕0 在 xOz 平面内,并与-x 方向的夹

角为 姿,由图 3 可知角速度为

棕0 = -i棕0cos 姿+k棕0sin 姿 (7)
其中 棕0 的模为一个定值,即为地球自转的角速度.

图 3摇 角速度的方向

对于傅科摆而言,因为地球的自转,摆球所受的

科氏力为

F科 = -2m棕0伊v忆 (8)
(1)当 棕0 沿 z 方向时,v兹 对应的 F科 沿 v渍 方

向,大小为 2mv兹棕0cos 兹,v渍 对应的 F科 过 z 轴,如图

4 所示,对 z 轴应用角动量定理有

2mv兹棕0Rcos 兹 sin 兹dt=d(mv渍Rsin 兹) (9)

利用 v兹 =R
d兹
dt,将式(9)变形,得

d(mv渍Rsin 兹+m棕0R2cos2兹)= 0 (10)
得

mv渍Rsin 兹+m棕0R2cos2兹=C (11)
所以,傅科摆此时正则动量守恒.

图 4摇 傅科摆正则动量研究

(2)若还存在 棕0x,则 2mv渍伊棕0x与 z 轴平行,对 z
轴不产生力矩,如图 5 所示,有

v椅 = v兹cos 兹摇 摇 vz = -v兹sin 兹 (12)

图 5摇 傅科摆的经向速度

由于 2mv椅 伊棕0x与 z 轴平行,不产生力矩,2mvz 伊
棕0x沿-j 方向,它对 z 轴的冲量矩为

(Rsin 兹cos 渍 i+Rsin 兹sin 渍 j)伊
(-2mv兹棕0cos 姿sin 兹j)dt=

Mdt=-2Rm棕0v兹sin2兹 cos 渍 cos 姿dt=
-2mR2棕0sin2兹cos 渍cos 姿d兹 (13)

因为 渍 也是变量,所以式(13)不能写成全微分的形式,
对 z 轴用角动量定理

-2mR2棕0sin2兹cos 渍 cos 姿d兹=
d(mv渍Rsin 兹+m渍0R2sin 姿cos2兹) (14)

因为 姿屹仔
2 ,且 渍 也是变量,所以傅科摆此时正则动量

不守恒.
参考文献[2]之所以认为“傅科摆在水平面内正则

动量守恒冶,是因为它没有考虑摆球在竖直方向的振

动,故摆球在竖直方向运动引起的科氏力为零;若考虑

摆球在竖直方向上运动,则傅科摆只在地球两极处正

则动量守恒.
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2.1摇 傅科摆运动的两个速度

如图 6 所示,在球坐标系中,由机械能守恒和正则

动量守恒,有[8]

mgRcos 兹0 =
1
2 m(v2兹+v2渍)+mgRcos 兹 (15)

mv渍Rsin 兹+m棕0R2cos2兹=m棕0R2cos2兹0 (16)
联立式(15)、(16)得

v渍 =
1

sin 兹[ R棕0(cos2兹0-cos2兹) ]2

v兹 = 2gR(cos 兹0-cos 兹)-[ 1
sin 兹R棕0(cos2兹0-cos2兹)]2

(17)

图 6摇 傅科摆速度与角度关系

2. 2摇 傅科摆运动的周期

在 m,棕0,R,兹0 确定后,摆球在经线方向的运动

是 兹0寅0寅兹0……往复运动. 由 v兹,v渍 与 兹 的关系式

可知:v兹 只是 兹 的函数,即在同一 兹 处,v兹 的大小是

一样的,因此 兹0寅0 的时间与 0寅兹0 的时间相等,都

为
T兹

2 . 因此有

T兹 = 2 乙0
兹0

Rd兹
v兹

(18)

在一个周期内,沿纬线方向转过的角度 驻渍,由于

dt=Rsin 兹d渍
v渍

=Rd兹v兹
(19)

所以

d渍 =
v渍d兹
v兹sin 兹 摇 摇 驻渍 = 2 乙0

兹0

v渍d兹
v兹sin 兹

(20)

轨迹闭合性的条件

n1驻渍=2仔n2 (21)
式中,n1,n2 为正整数.

3摇 傅科摆运动的数值模拟解

摇 摇 傅科摆的实际运动非常复杂,没有解析解,可以

进行数值模拟分析和近似分析.
3. 1摇 傅科摆运动的数值模拟图

(1)m = 1 kg,R = 1 000
仔2 m,g = 10 m·s-2,棕0 =

2仔
2 000 rad·s-1,姿= 仔

2 ,模拟结果如图 7 ~ 12 所示.

图 7摇 x 和 y 与 t 关系

图 8摇 z 与 t 关系

图 9摇 傅科摆进动轨迹 1

图 10摇 z忆与 z 相图

图 11 x忆与 x 相图

图 12 摇 y忆与 y 相图
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(2)m = 1 kg,R = 4 000
仔2 m,g = 10 m·s-2,棕0 =

2仔
3 000 rad·s-1,姿= 仔

6 ,模拟结果如图 13 ~ 18 所示.

图 13摇 x 和 y 与 t 关系

图 14摇 z 与 t 关系

图 15摇 傅科摆进动轨迹 2

图 16摇 z忆与 z 相图

图 17摇 x忆与 x 相图

图 18摇 y忆与 y 相图

(3)m = 1 kg,R = 4 000
仔2 m,g = 10 m·s-2,棕0 =

2仔
1 000 rad·s-1,姿= 仔

6 ,模拟结果如图 19 ~ 24 所示.

图 19摇 x 和 y 与 t 关系

图 20摇 z 与 t 关系

图 21摇 傅科摆进动轨迹 3

图 22摇 z忆与 z 相图

图 23摇 x忆与 x 相图

图 24摇 y忆与 y 相图
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(4) m = 1 kg,R = 67 m, g = 10 m· s-2,棕0 =
2仔

24伊3 600 rad·s-1,姿= 49
180 仔,模拟结果如图 25 ~ 27

所示.

图 25摇 x 和 y 与 t 关系

图 26摇 z 与 t 关系

图 27摇 傅科摆进动轨迹 4

可以发现,傅科摆在 x 与 y 方向上两个位移与

时间关系形成“拍冶现象,分别由两个简正角频率相

差很小的振动叠加而成[10];摆球在竖直方向上的振

动周期 Tz = 仔 R
g ,而不是参考文献 [1] 中 Tz =

2仔 R
g ;当地球自转角速度取实际值时,傅科摆运

动轨迹进动非常缓慢.
3. 2摇 傅科摆运动的近似解

笔者结合上面的数值模拟解猜想傅科摆在 x
轴、y 轴和 z 轴方向上运动近似解分别为

x( t)= A [ sin ( g
R +琢 ) t-sin ( g

R -琢 ) t ]
y(t)= A [ cos ( g

R +琢 ) t+cos ( g
R -琢 ) t ] (22)

z( t)= B [ 1+cos ( 2 g
R t ) ]

式(22)中 琢 =棕0sin 姿,与地球的自转角速度及
纬度有关;A 和 B 的数值与傅科摆开始的位置有关,

其中 B= 1
2 z0,A =

y0

2 ;在竖直方向上振动周期 Tz = 仔

R
g ,水平面内的振动两个简正角频率分别为棕2 =

g
R +琢,棕1 =

g
R -琢;傅科摆进动周期 T渍 =

2仔
(棕2-棕1)

2

= 2仔
棕0sin 姿.

3. 3摇 傅科摆运动近似解与数值模拟解对比

傅科摆的相关参数如下:m = 1 kg,R = 1 000
仔2 m,

g=10 m·s-2,棕0 =
2仔

2 000 rad·s-1,姿 = 仔
2 ,结果如图

28 ~ 33 所示.

图 28摇 傅科摆进动图

图 29摇 傅科摆进动近似解

图 30摇 摆长近似解的相对误差

图 31摇 近似解能量的相对误差

图 32摇 x 近似解与数值模拟解对比图
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图 33摇 y 近似解与数值模拟解对比图

通过以上 6 幅图的对比,可以发现傅科摆运动

的近似解与数值模拟解的相对误差很小,尤其是 x
与 y 的两种解几乎重合,充分说明在误差允许范围

内傅科摆运动近似解的合理性.
3. 4摇 傅科摆在赤道处进动现象

若将傅科摆放在赤道处,则其所受科氏力为零.
先让摆球在某一水平内做匀速圆周运动,再让小球

的角速度有一个微扰,则摆球一种可能运动轨迹的

三视图如图 34 ~ 36 所示.

图 34摇 x 与 y 关系图

图 35摇 z 与 x 关系图

图 36摇 z 与 y 关系图

可以发现,摆球的运动轨迹是一种闭合周期解,其

在水平面上的投影类似“水星近日点进动冶现象;最外

侧与最内侧分别对应小球运动的最高点和最低点,两

幅侧视图完全相同;若小球在纬线方向和在经线方向

上运动周期之比是有理数,则小球在三维空间的运动

轨迹有闭合周期解[9];若摆球初始角速度满足特定条

件时,其运动轨迹侧视图可能是李萨如图形[7] .

4摇 结束语

摇 摇 虽然傅科摆运动轨迹存在进动现象,但不全是

摆球所受科氏力所致;傅科摆只在两极处正则动量

守恒;通过数值模拟发现:傅科摆在 x 轴与 y 轴振动

过程会形成“拍冶现象,它在竖直方向上振动周期 Tz

=仔 R
g ,在水平面内振动的两个简正角频率分别

为 棕2 =
g
R +棕0sin 姿,棕1 =

g
R -棕0sin 姿,傅科摆的

进动周期 T渍 =
2仔

(棕2-棕1)
2

= 2仔
棕0sin 姿;傅科摆所处纬度

越低,傅科摆进动角速度越小,进动周期越长;若傅

科摆的相关物理量满足 2m g
R = n棕0sin 姿(m,n 为

正整数),则傅科摆运动轨迹是闭合的.
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