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摘 要:利用格林函数法计算了在狄利克雷边界(第一类边界)条件下,边界为无穷大平面、边界电势在由

x= ±1和y= ±1的4个点形成的正方形区域内为1、其他地方为零的上半空间的电势精确解.利用函数图像辅助

方法阐明如何得到狄利克雷边界条件下电势在z→0的近似解,分别用精确解和近似解讨论了在z→0时的边界电

势,两者给出了相同的结果.求解过程中采用的分区、变量代换和近似思想能给学生的学习带来启发.
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  求解特定边界条件下的电势是电动力学学习

过程中需要掌握的重难点之一.这一类问题常用的

求解方法为格林函数法,格林函数法的核心思想是

叠加原理[1].在应用格林函数法之前,必须先得到满

足相应边界条件的格林函数.
格林函数是指在某空间区域V 中由处于x′的

单位点电荷所激发的电势G(x,x′).如果在V 的边

界S上有边值条件G(x,x′)|S=0,那么G(x,x′)称

为第一类边界问题(也称狄利克雷问题)的格林函

数[2].当求出给定边界条件下的格林函数后,原则上

利用格林函数法可以求出相同几何边界条件下任何

电荷分布的电势.因为任何电荷分布都可以看成点

电荷的叠加,利用叠加原理就可以由一个点电荷的

电势求出在相同几何边界条件下任意电荷分布的电

势.
对于边界为无穷大平面、边界电势由在x=±1

和y=±1四个点形成的正方形区域内为1、其他地

方为零的上半空间的电势,利用上半空间的格林函

数[3]
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和狄利克雷边界条件下的格林函数公式,可以得到

电势的表达式为

  Φ(x,y,z)=z
2π∫

1

-1
dx′∫

1

-1
dy′·

  1
(x-x′)2+(y-y′)2+z[ ]2

3
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(2)

对于这一具体问题,本文给出了电势式(2)的

解析解即精确解;分别用电势的精确解和近似解讨

论了在z→0的边界电势,两者给出了相同的结果.

1 电势的精确解

求解电势精确解的过程是将式(2)解析积分的

过程.式(2)直接积分困难,不容易求解[4].为将问

题简化,采用变量代换,并把z=0平面分解成不同

的区域进行分别计算.做变量代换
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A= (x-x′)2+z2

y-y′=Atanθ
式(2)变为

 Φ(x,y,z)=z
2π∫
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由于y不是积分变量,再次采用变量代换,取

B=y+1  C=y-1
将式(3)简化为

 Φ(x,y,z)=z
2π∫

1

-1
dx′1Α2

Β
Α2+Β2

-

   z
2π∫
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C
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(4)

观察可以发现,式(4)等号右边的两项积分形式是

完全相同的.因此求解式(2)的问题简化成了求解

积分

  ΦΤ =z
2π∫

1

-1
dx′1Α2

Τ
Α2+Τ2

(5)

的问题,其中T代表式(4)中的B或C.由于A,B,C

3个变量的正负号取决于所考虑的区域,因此计算

式(5)时需要采用分区域求解.
以-1<x<1为例,采用变量代换,将式(5)中

对x′ 的积分变换成对 A 的积分求解.已知 A=

(x-x′)2+z2,由于x-x′在积分区域[-1,x)

和(x,1]的正负号相反,因此需要将积分区域[-1,

1]分成[-1,x)和(x,1]两个区域来进行积分变

量代换.这样式(5)被改写成
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再次取变量代换

W =1A2

并假设T>0,式(6)变为
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这样积分式(5)就变成了常见积分

∫ dx
a2-x2

=arcsinx
a +c (a>0)

之和,因此可得

ΦΤ = 1
4ππ-arcsin
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因为在式(7)的变量代换中假设了T>0,所以

可得到式(5)的解析解式(8).在电势解式(4)中B=

y+1和C=y-1,它们的正负性与y所在的区域有

关.为了利用式(8),需要把y也分成不同的区域来

考虑.取-1<y<1时,B=y+1>0且C=y-
1<0,因此电势在区域[-1<x<1,-1<y<1]

的精确解为

    Φ(x,y,z)=ΦΒ +Φ-C (9)

将式(8)代入式(9)就可得到具体表达式,我们

在第二部分中给出.利用相同的变量变换,可以给出

电势在其他区域 (-∞<y<-1或1<y<∞)的

精确解.但由于当 (-∞ <x<-1或1<x< ∞)

时,x-x′在积分区域[-1,1]中具有相同的正负

号,因此在做类似式(6)变换时不需要将积分区域

分开,所得只有一项.因此在写出剩余区域的精确解

前,需要改写式(8)得到不同区域所对应的ΦT.经过

简单的计算可以得到,当-∞ <x<-1时

ΦT′=14πarcsin
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当1<x< ∞ 时

ΦT″=14πarcsin
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至此可以用ΦT′,ΦT 和ΦT″将电势Φ(x,y,z)的

精确解完全表示出来,如表1所示.
表1 在不同区域内电势的精准解

Φ(x,y,z) x<-1 -1<x<1 x>1

y<-1 -Φ-Β′+Φ-C′ -Φ-Β +Φ-C -Φ-Β″+Φ-C″

-1<y<1 ΦΒ′+Φ-C′ ΦΒ +Φ-C ΦΒ″+Φ-C″

y>1 ΦΒ′-ΦC′ ΦΒ -ΦC ΦΒ″-ΦC″

2 边界电势

初始边界电势Φ(x,y,z)在由x= ±1和y= ±1
的4个点形成的正方形区域内为1、其他地方为零.
如果简单从格林函数法给出的电势式(2)看,很容

易地会误认为当z→0时,Φ(x,y,z)=0,得出格林

函数法不能给出正确边界电势的结论.下面将从精

确解和近似解两种结果出发,证明格林函数法给出

正确的边界电势.
以区域[-1<x<1,-1<y<1]为例,从表

1中写出电势的精确解
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当z→0时

Φx,y,( )z =14π2π-4arcsin-( )[ ]1 =1

将表1中其他区域的电势写出,然后令z→0,可以

得到Φ(x,y,z)=0.可见,格林函数法给出了正确的

初始边界电势.

还可用近似的方法分析式(2)能给出正确的边

界电势.在区域[-1<x<1,-1<y<1]内取一

点,并将z取很小的值,利用画图软件画出式(2)中

被积表达式的函数图像,如图1所示.

图1 式(2)中被积表达式在x= -0.1,y= -0.8与

z=0.005,0.05和0.5的函数图像

当z→0时,式(2)中的被积表达式

1
[(x-x′)2+(y-y′)2+z2]

3
2

在x′→x,y′→y和z→0时的值非常大,而其他积
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分区域趋于零,积分的主要贡献来自于点(x,y)附

近的区域.因此我们可以把式(2)中在[-1<x′<

1,-1<y′<1]区域上的积分合理近似为以(x,

y)为中心,ρ0 为半径的一个小形区域的积分.采用

极坐标,式(2)可以写为

 Φ(x,y,0)=lim
z→0

z
2π∫

1

-1
dx′∫

1

-1
dy′·

  1
[(x-x′)2+(y-y′)2+z2]

3
2
=

   lim
z→0

z∫
ρ0

0
dρ ρ
(ρ2+z2)

3
2
=1 (13)

而在[-1<x<1,-1<y<1]以外的情况,

采用同样画图的方法可以很清楚地看到由于z→0
而积分表达式为零,从而给出电势为零.通过以上的

讨论,可以证实格林函数法给出正确的边界电势.

3 总结

本文用格林函数方法计算了在狄利克雷边界条

件 下,边界为无穷大平面、边界电势在由x=±1和

y=±1的4个点形成的正方形区域内为1、其他地

方为零的上半空间电势的精确解.用函数图像辅助

分析,得到了电势合理的近似解.用计算得到的电势

精确解和近似方法得到的近似解讨论了格林函数法

给出的电势在z→0时的边界电势,其是满足初始

边界条件的.在计算过程中所利用的分区、变量代换

及近似思想能有效地将一个复杂问题简化,有助于

问题的解决.本文以一典型狄利克雷边界条件下电

势的计算为例,为学生阐释了如何遵循一般逻辑、利

用简单的技巧或近似将复杂的物理问题化繁为简.

这种过程是为学生“授之以渔”,希望能为学生的学

习带来启发.
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ThoughtsonanElectricPotentialCalculationQuestion
underDirichletBoundaryCondition

HuMengrong GouHan DengYongju
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ZhengHua
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Abstract:Inthispaper,theexactsolutionoftheelectricpotentialintheupperhalfspaceisgivenusingGreen′s

functionmethodwithinfiniteplaneboundarywheretheboundarypotentialisequalto1inthesquareregion

formedbyfourpointsofx= ±1andy= ±1andequalto0inotherplaces.Thecorrespondingapproximatesolution

ofthepotentialwhenz→0wasobtainedbyusingthefunctionimageaidedmethod.Boththeexactsolutionand

approximatesolutiongivetherightboundaryelectricpotential.Wehopethatthestrategiesappliedinthepaperare

inspiringtostudents.

Keywords:Dirichletboundarycondition;boundarypotential;approximatemethod;exactsolution
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