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摘 要:从理论力学中的哈密顿光学理论入手,将光在变折射率光纤中的传播路径问题类比为在特殊势场中粒

子的运动,相较于传统的积分求解方法,提供了简洁直观的思考模式,并对几个具体的模型进行分析,在高中物理竞

赛中不乏是一种开阔视野且巧妙的方法.
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摇 摇 在近两年全国中学生物理竞赛复赛试题中,36
届的阶跃型光纤耦合问题以及 37 届的光纤陀螺仪

模型都涉及到了阶跃型光纤的光路问题,而在实际

光纤通信中,一般使用具有较高数值孔径的渐变型

光纤进行通信,使光具有强汇聚效果与较小的畸变.
分析变折射率光纤中光传播路径是很有必要的. 由
理论力学的分析思路出发[1],利用哈密顿原理由欧

拉方程出发建立了哈密顿光学理论,最后得到哈密

顿正则方程来求解光线在变折射率介质中的轨迹方

程,作为现代光纤通信的基础. 但是对于高中物理竞

赛学生而言无疑要求过高,本文由哈密顿光学理论出

发,用一种规避复杂数学运算的方式去类比粒子在势

场中的运动轨迹,并通过几个模型更加直观地理解并

使用该方法解决变折射率光纤中的光传输问题.
哈密顿在早年发现理论力学的分析方法可以迁移

到几何光学中,费马原理与哈密顿原理惊人的相似[2] .
哈密顿原理具有高度的概括性,作为物理学的最高原

理,不论怎样的物理系统,只要确定其拉格朗日函数,
就可用哈密顿原理来推导其运动方程[3] . 具体的数学

处理过程可参照理论力学教材及相关文献[1,4] .

1摇 高中阶段的类比理解与解题策略

摇 摇 本文采用类比的方法将光线在径向变折射率介

质 n( r)中的传播轨迹看作是实物粒子在有势场中

的运动轨迹.

啄乙mdl = 0摇 摇 啄乙p·dq = 0

其中左式积分代表光传播的路径是光程取极值的路

径,右式是莫培督原理的表达式,通过对坐标函数的

作用量采用最小作用量原理,对一个不显含时间 t
的系统,通过能量守恒将作用量 S 进行变分处理得

到,其中 p 为广义动量,q 为广义坐标.
通过将费马原理与能量守恒时的莫培督定理进

行类比定义了等效实物粒子的动量 p = n( r),当我

们将实物粒子的质量定为 1,可以得到该粒子的速

度为 v=n( r),该粒子的动能为

T= 1
2 n2( r)

由能量守恒定律,我们定义总能量为零,则等效势

能场

V= - 1
2 n2( r)

该粒子在势场中的受到的保守力

F= - 驻V
这里构建类比虽然缺少严谨的科学性分析,但是与

由程函方程出发推导出来的光线方程具有一致性,
由此,可以作为变折射率光学问题的一种解题手段.
本文将光在介质中的传输问题转化为研究该粒子在

该势场中的运动问题.
1. 1摇 折射率在直角坐标系中沿 y 轴变化

光的折射定律可以看作粒子在通过两个法向方

向分布的势场时粒子在经过折射面时的切向速度 v子
不变进行推导. 本文着重分析变折射率问题.

光线轨迹如图 1 所示,其中初状态光线和水平
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方向的夹角记为 兹0,所处位置的折射率为 n0,则粒

子在运动过程中 x 方向做匀速直线运动

vx =n0cos 兹0

在轨迹上任意一点的速度大小由 n 决定,即
v=n(y)

则在轨迹上任意一点的 y 方向的速度大小为

vy = n2(y)-(v0cos 兹0) 2

光线的轨迹方程可以用 x 方向的匀速直线运动与 y
方向的变速运动合成来进行分析,轨迹中任一点的

斜率

dy
dx=

vy
vx

=
n2(y)-(n0cos 兹0) 2

n0cos 兹0
= n2(y)

n2
0cos2兹0

-1

图 1摇 光在沿 y 轴变化变折射率介质中传播轨迹示意图

下面我们以第 32 届中学生物理竞赛决赛第 8
题的前两问为例进行具体分析.

揖例 1铱激光瞄准打击系统的设计需考虑空气折

射率的变化. 由于受到地表状况、海拔高度、气温、湿
度和空气密度等多种因素的影响,空气的折射率在

大气层中的分布是不均匀的,因而激光的传播路径

并不是直线. 为简化起见,假设某地的空气折射率随

高度 y 的变化如下式所示,n2 = n2
0 +琢2y,其中 n0 是

y=0处(地面)空气的折射率,n0 和 琢 均为大于零的

已知常量. 激光本身的传播时间可忽略. 激光发射器

位于坐标原点 O,如图 2 所示.

图 2摇 激光传播路径示意图

(1)若激光的出射方向与竖直方向 y 轴的夹角

为 兹0( 0臆兹0臆
仔
2 ),求描述该激光传播路径的方程.

(2)假定目标 A 位于第一象限. 当目标 A 的高

度为 ya 时,求激光发射器可照射到的目标 A 的最大

x 坐标值 xa max .
本文利用哈密顿光学方法从力学角度来提供新

的解题思路,将问题转化成一个质量为 1 的粒子势

能场 V= - 1
2 (n2

0+琢2y)中的运动,则其在 x 方向做匀

速直线运动,在 y 方向在势能场中做变速运动,求其

运动轨迹的问题. 其 x 方向运动的速度为

vx =n0sin 兹0

轨迹中高度为 y 处粒子的 y 方向的速度为

vy = v2-v2x = n2
0+a2y-n2

0sin2兹0 =

n2
0cos2兹0+琢2y

则在该点的斜率

dy
dx=

vy
vx

=
n2

0cos2兹0+a2y
n0sin 兹0

移项积分处理

乙 dy
n2

0cos2兹0 + 琢2y
= 乙 dx

n0sin 兹0

即

2 n2
0cos2兹0+琢2y

琢2 = x
n0sin 兹0

+C

利用初始条件 x=0 时,y=0 可得

C=
2n0cos 兹0

琢2

代入化简可得轨迹方程

y= 琢2

4n2
0sin2兹0

x2+ 1
tan 兹0

x

第(2)问从力学角度思考当粒子沿 x 轴方向入射时

达到 ya 高度在水平方向运动距离最远. 即 兹0 = 90毅,
代入轨迹方程,由

y= 琢2

4n2
0
x2

解得

xa max =
2n0

琢 ya

1. 2摇 当折射率在极坐标系下沿径向 r 变化

实际生活中,例如地球表面的大气变折射率分

布问题,经常会遇到折射率沿径向变化,对于该类问

题,从粒子的角度,我们采取如图 3 所示的极坐标进

行分析.
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图 3摇 光线在折射率在极坐标系下

沿径向 r 变化的介质中轨迹分析图

由于其势能场

V= - 1
2 n2( r)

故其为一个有心势场,可以利用角动量守恒来求解,
在运动轨迹上任一点有

rpsin 渍= r0p0sin 渍0

其中 r0,p0,渍0 是初状态的动量以及速度与位矢间的

夹角,即
rn( r)sin 渍= r0n0sin 渍0

又

sin 渍= ( rd兹) 2

( rd兹) 2+(dr) 2 = 1

(1+ dr
d )兹

2

可得极坐标中轨迹的斜率与 r 的关系

rn( r)

(1+ dr
d )兹

2
= r0n0sin 渍0

仍然可以利用力学方法处理光线模型,下面我们看

一个实际例子作为分析.
揖例 2铱(高中物理奥赛指导 P377 例 4)某行星

上大气的折射率随着行星表面的高度 h 按照 n=n0-
琢h 的规律而减小,行星的半径为 R,行星表面某一

高度 h0 处有光波道,它始终在恒定高度,光线沿光

波道环绕行星传播,试求高度 h0 .
传统的解题思路见该书解答,本文利用力学方

法来解题,将问题转换成粒子以速度 n( r)在地面高

度为 h0 的地方在保守力势场 V= - 1
2 n2( r)中做匀速

圆周运动. 由牛顿第二定律可得

m n2( r)
R+h0

= -dVdr = -n( r)dn( r)dr =琢n( r)

移项后可解得

h0 =
1 (2

n0

琢 - )R

2摇 在变介质光纤传播中的应用

摇 摇 第 36 和 37 届复赛的光学题都考到了阶跃型光

纤,可见光纤模型的重要性. 阶跃型光纤在传输过程

中不同入射角进入的光线在均匀介质中传输的路径

不同,易得入射角越大,光程越大,因此对于固定周

期的脉冲信号,由于入射角的差异使得光纤中的传

输时间不同,产生的时间差会导致光脉冲信号出现

展宽. 所以该类光纤会导致高色散,传输频带宽度受

限,在长距离信号传输中已经被淘汰,取而代之的是

渐变型的光纤[5] .
因此,对渐变型光纤的光路进行定量分析是必

要的. 相较于阶跃型的光纤,特殊的径向折射率分布

使其具有自聚焦特性,具体可分为抛物线型和双曲

割线两种类型的折射率分布[6] . 其中抛物线型的折

射率介质问题在高中竞赛中也有出现. 本文用哈密

顿光学模型从力学角度分析抛物线型折射率光纤的

轨迹,从而说明其自聚焦性.
揖例 3铱(第 23 届全国大学生物理竞赛第 17 题)

细圆柱形的光纤如图 4 所示,折射率沿径向分布的

函数为 n2( r)= n2
0(1-琢2 r2),琢>0,琢2 r2max <1,其中 n0

为光纤中央轴上(即 r=0 处)的折射率. 沿中央轴设

置 x 坐标,光线从原点 O 射出,与 x 轴夹角为 渍0,设
渍0 较小,光线不会与光纤壁相遇,试求光线方程 r
(x) . 进而说明,若从 O 点出射的是半顶角 渍0 为小

角度的细圆锥形光束,则此光束又会汇聚在 x 轴上

的某一点,即出现自聚焦现象.

图 4摇 圆柱形光纤传输示意图

该题的常规解法是利用折射定律的递推关系得

到dr
dx的表达式然后数学处理,需要利用再次求导以

获得常规的微分方程得到正弦函数形式的解. 笔者

从粒子的角度进行解题.

质量为 1 的粒子在势场 V= - 1
2 n2( r)中运动,可

以分解为在 x 轴上的匀速直线运动与 r 轴上的变速

运动,x 方向上的速度为

vx =n0cos 渍0

轨迹上某点 r 方向的速度为

vr = v2-v2x = n2
0(1-琢2 r2)-n2

0cos2渍0 =

n0 sin2渍0-琢2 r2

在 r 方向运动的能量关系式满足
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1
2 mv2r =

1
2 n2

0sin2渍0-
1
2 n2

0琢2 r2

即 1
2 mv2r +

1
2 n2

0琢2 r2 =C

则粒子在 r 方向做简谐振动,振动的角频率 棕 为

棕= k
m =n0琢

当 vr =0 时
1
2 n2

0sin2渍0-
1
2 n2

0琢2A2 =0

则振幅 A 为

A=
sin 渍0

琢
则 r 方向的运动学方程为

r= sin 渍
琢 sin n0琢t

光线方程为

r= sin 渍
琢 sin 琢

cos 渍0
x

表明光线是正弦曲线,O 点出射后,光线与 x 轴的第

k 个交点的坐标为

xk =
k仔
琢 cos 渍0

式中 渍0 为小角度时,cos 渍0 =1,则

xk =
k仔
琢

小角度 渍0 入射的光线将会在 xk =
k仔
琢 处实现自聚焦,角

度较大时将不会汇聚在同一点上,如图 5 所示.

图 5摇 抛物线型折射率光纤自聚焦光线图像

通过该例我们也可以发现对于自聚焦性的光

纤,入射角不仅要满足内外纤层的全反射条件,还需
要满足小角度以实现在不同角度入射的光线与 x 轴

的交点近似一致,最终获得良好的聚焦特性,减小由
于传输时间不同导致的色散,避免了光信号的畸变,
其光线图像如图 5 所示.

3摇 光纤传输过程中的扩展分析

摇 摇 上例我们通过力学方法分析了抛物线型折射率
分布的光纤模型,其折射率分布函数满足

n( r)= n0( 1- 1
2 琢2 r2)

通过分析发现其需要满足小角度入射才能保证所有

的子午射线都具有相同的周期. 其小角度的限制条

件仍然是一个缺点. 由此,引入双曲正割型折射率分

布的介质,其折射率分布函数满足

n( r)= n0sech(琢r)= n0
2

e琢 r+e-琢 r

通过级数展开可以得到

n( r)= n0[ 1- 1
2 (琢r) 2+ 5

24(琢r)
4- 61

720(琢r)
6+

…+
En

(2n)!(琢r)
2n+… ]

式中 En 为 n 级欧拉数,当小角度入射时 r 为小量,
双曲正割型与抛物线型相同.

通过严格的数学运算,在双曲正割媒质中,从一

点发出的子午光线无论其孔径角的大小,其在一个

周期中走过的光程是严格相等的[6],所以在这种媒

质中,一轴外点发出的子午光线又可以聚焦于一点.

4摇 总结

摇 摇 本文用哈密顿光学的方法通过将光线的传播类

比于粒子在特殊势场中的运动来解决渐变型折射率

中光线传输的问题,对最为典型的折射率沿直角坐

标系 y 轴变化以及极坐标系极轴 r 轴结合实际例题

进行了分析. 在此基础上,对于最重要的光纤传输模

型进行了深入分析,用该思路分析了折射率呈现抛

物线型的自聚焦模型. 在此基础上,笔者为了让学生

更好地理解光纤传输的研究思路,深入介绍了在不

满足小入射角时引起的时间延迟效应从而导致的信

号的畸变,并且通过双曲割线型折射率分布来得以

解决. 哈密顿光学法在解决变折射率光的传播路径

等问题中拥有简单快速的优点,且对于今后学生在

从事光纤传输等方向的研究以及对光线光学理论的

学习时,具有事半功倍的引导作用.
参 考 文 献

1摇 朗道 丨·廿,粟弗西兹 E·M. 力学(第 5 版) [M]. 李俊

峰,译. 北京:高等教育出版社,2008
2摇 易明. 现代几何光学[M]. 南京:南京大学出版社,1986
3摇 波恩 M,沃耳夫 E. 光学原理(第 7 版)[M]. 杨葭荪,译.

北京:电子工业出版社,2016
4摇 王润轩. 经典类比与哈密顿光学理论的建立[ J]. 物理与

工程,2002,12(1):5 ~ 7,9
5摇 Keiser G. 光纤通信(第 3 版)[M]. 李玉权,译. 北京:电子

工业出版社,2002
6摇 马晓琳,林金才. 渐变折射率光纤自聚焦性的数学推导

[J]. 中国传媒大学学报(自然科学版),2004,11(2):16 ~19

—59—

2022 年第 5 期 物理通报 竞赛与物理专题研修


