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摘 要:为研究变摆长参数振动的规律,以椭圆曲面摆装置为对象,根据刚体定轴转动定律及椭圆曲线方程,构
建了椭圆曲面摆的二阶变系数齐次微分动力学方程. 运用四阶龙格 库达法对方程进行数值求解,并结合 MATLAB
软件绘制了椭圆曲面摆振动不同的图像,给出椭圆曲面摆在无阻尼状态时的方程通解形式,在此基础上,讨论了不

同参数对椭圆曲面摆振动特性的影响情况. 研究表明,椭圆曲面摆与单摆振动类似,在无阻尼状态时小球摆动符合

正弦函数变化规律,小球摆动周期受到阻尼系数、椭圆曲面几何尺寸、振幅等参数影响. 研究结论丰富了关于变摆长

单摆参数振动教学内容.
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摇 摇 根据傅利叶变换所有周期振动均可分解成几个

(甚至无穷多个)简谐振动,因此简谐振动是一种简

单的机械振动形式,任何一本大学物理教材力学部

分都将简谐振动作为机械振动基础内容介绍. 典型

的简谐振动模型装置有弹簧振子和单摆,除此之外,

在习题中还会遇到球面摆问题,小球在一个半径很

大的光滑凹球面上做较小幅度摆动,讨论小球摆动

规律. 教师在球面摆拓展教学中,往往从增大摆角或

增加小球摆动的阻尼作用两个方面增加问题的复杂

程度. 在一次讲授球面摆习题时,有学生问及若将球

面换成椭圆曲面,小球振动规律又会如何变化? 小

球在两种不同曲面上摆动时最大区别在于“摆长冶

是否恒定,摆长指的是球心距离椭圆中心距离. 在椭

圆曲面上摆动时摆长符合一定规律变化,因此小球

摆动属于一种参数振动,不满足简谐振动的条件.

参数振动求解较为复杂,一般的力学教材没有

作深入介绍,但国内外许多学者们对不同类型的参

数振动研究比较感兴趣. 文献[1]将量子高级绝热

近似方法用来求解变摆长单摆的振动,研究表明,当

摆长缓慢变化时,其振动形式近似为简谐振动. 文献

[2]研究表明,从能量转换角度,任意振幅的单摆均

做周期运动,其振动周期可采用椭圆积分形式表示.

由于椭圆积分形式运用起来不够方便,许多学者在

此基础上构造了不同的近似函数描述单摆在任意角

度下的振动周期. 文献[3]构造的近似函数最为简

单,该函数只要摆幅控制在 90毅以内,单摆周期数值

计算结果误差不到 1译. 文献[4]将椭圆积分形式作

泰勒展开,构造了新的单摆周期近似公式,采用该公

式计算单摆周期时,只要振幅在 114毅的范围内,单

摆周期数值计算结果相对误差小于 1译. 文献[5]重

点研究了阻尼及外界驱动力对单摆周期的影响,并

分析了具体的运动形式. 文献[6]通过单摆运动与

铅直运动耦合机械模型,研究了变摆长单摆运动特

性,通过高精度数值解法得到了变摆长单摆的近似

解. 文献[7]利用龙格 库达法,结合 MATLAB 软件

得到了非线性单摆振动的多种图像.

上述研究文献内容都属于参数振动,且都是针

对单摆从不同方面作了拓展. 参数振动形式是多种
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多样的,本文以椭圆曲面摆为研究对象,构建小球摆

动的动力学方程,运用数值分析和计算机数值仿真

的方法,讨论小球在椭圆曲面摆动的运动规律,分析

影响小球摆动周期的因素.

1摇 椭圆曲面摆动力学方程及求解

摇 摇 椭圆曲面摆装置是将球面摆装置中的球面改成

了椭圆曲面,该模型装置剖面图如图 1 所示. 图中 O

为平衡位置,O忆为椭圆的几何中心点,兹 为小球摆

角;d0 为平衡位置到椭圆几何中心的距离,即椭圆

竖直方向半轴长度,d 是小球球心与椭圆中心的距

离(下称摆长);G 为小球重量,Fn 为小球受到曲面

的作用力,f 为小球摆动时受到的阻力,在速度不快

时,可认为阻力与速度大小成正比且方向相反[8],

比例系数记为 酌.

图 1摇 椭圆曲面摆装置示意图

1. 1摇 椭圆曲面摆动力学方程

设小球质量为 m,根据小球的受力特点,运用定

轴转动定律,摆动过程中的动力学微分方程满足

md2 d2兹
dt2

= -mgdsin 兹-酌 d兹
dt d (1)

由椭圆方程可知,摆长 d 满足

sin2兹
a2 +cos

2兹
b2 = 1

d2 (2)

式(2)中 a 为椭圆长半轴长度,b 为短半轴长度.

令阻尼系数

茁= 酌
m

联立式(1)和式(2),可得到小球摆动的动力学微分

方程

d2兹
dt2

+茁 sin2兹
a2 +cos

2兹
b2

d兹
dt+

g sin2兹
a2 +cos

2兹
b2 sin 兹=0 (3)

1. 2摇 椭圆曲面摆动力学方程数值计算

根据二阶微分方程知识,式(3)属于二阶变系

数非齐次微分方程,无法给出确切的解析解. 若给定

初始条件,式(3)可以采用龙格 库达法给出方程的

计算值,并利用计算机进行数值仿真,省去求解微分

方程的复杂过程. 该方法基本思想是在已知方程导

数和初值初始条件,用区间上的若干点进行加权平

均得到平均斜率,并经过多次迭代,获得方程的数值

解[9],其中四阶龙格 库塔法最为经典,具有精度

高、误差小的优点[10] . 式(3)四阶龙格 库塔法计算

基本步骤如下. 首先将式(3)用角速度参数表示降

为一阶微分方程

d棕
dt +茁

cos2兹
a2 +sin

2兹
b2 棕+

g cos2兹
a2 +sin

2兹
b2 sin 兹=0 (4)

此时 兹= f(兹, t),棕=g(兹, t),设初始条件 兹( t0)= 兹0,

棕( t0)= 棕0,确定时间间隔 h = 啄t,采用迭代法依次求

出 f(兹, t)和 棕 = g(兹, t)曲线斜率 k. 最后采用显式

龙格 库达法式(5)和式(6)求得相应位置角位移和

角速度数值

兹n+1 = 兹n+
h
6 (k11+2k12+2k13+k14) (5)

棕n+1 =棕n+
h
6 (k21+2k22+2k23+k24) (6)

式中 k1j和 k2j分别代表 f(兹, t)和 棕 = g(兹, t)曲线斜

率. 为了提高计算精度,可以缩短时间间隔 h 值. 四

阶龙格 库达法数值计算量大,在实践中一般是采用

计算机程序语言实现,并绘制 f(兹, t) 和 棕=g(兹, t)

曲线图像.

2摇 椭圆曲面摆基本振动规律

摇 摇 设椭圆水平方向长半轴 a = 2 m,竖直方向短半

轴 b=1 m,设初始条件 棕0 =0,兹0 =arctan(0. 2),阻尼

系数 茁=0. 运用 MATLAB 绘制液体晃动角速度和角

加速度图像,得到如图 2 所示的 兹 t 图像、棕 t 图
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像和 兹 棕 图像.

(a) 摇 兹 t 图像

(b) 摇 棕 t 图像

(c) 摇 兹 棕 图像

图 2摇 用 MATLAB 绘制液体晃动角速度和角加速度图像

图 2(a)、(b)、( c)图像可知,在不考虑阻尼作

用时,椭圆曲面摆小球摆动类似简谐振动,小球运动

规律可以用正弦或余弦函数表示,图像振幅和相位

取决于初始条件值. 因此无阻尼椭圆曲面摆的解形

式可以写成

兹=准sin (2仔T t+琢 )
棕= -2仔T 准cosn (2仔T +琢 )

(7)

式(7)中,准 为摆幅,T 为小球摆动周期,由图像可知

T抑1. 91 s.

3摇 椭圆曲面摆周期影响因素

摇 摇 接下来分别通过改变阻尼系数、椭圆曲面几何

尺寸及振幅大小,讨论椭圆曲面摆周期特性.

3. 1摇 阻尼系数对周期的影响

设椭圆长半轴 a = 2 m,短半轴 b = 1 m,初始条

件 棕0 = 0 和 兹0 = arctan(0. 2),阻尼系数 茁 大小分别

为 0,2,5. 27,10,绘制图 3(a)、(b)椭圆曲面摆的 兹

t 图像和 兹 棕 图像.

(a) 摇 兹 t 图像

(b)摇 兹 棕 图像

图 3摇 不同阻尼状态小球摆动图像

图 3 表明:
(1)当 茁=2 处于欠阻尼状态,小球的摆幅随着

时间推移逐渐减小,直到最终停留在平衡位置处,而
且振动周期大于同一椭圆曲面摆装置无阻尼振动周

期 T;

(2)当 茁=2仔
T 抑5. 27 时,处于临界阻尼状态,小

球从开始摆动后迅速回到平衡位置并停下来;
(3)当 茁=10 时处于过阻尼状态,小球从开始摆

动后慢慢回到平衡位置并停下来.
3. 2摇 椭圆曲面几何尺寸对周期的影响

讨论椭圆曲面几何尺寸对周期的影响时设 茁 =
0,初始条件 棕0 =0,兹0 =arctan(0. 2),分两种情况:

(1)短半轴 b 固定不变,长半轴 a 逐渐增大,两

者比 啄= a
b 不断增大,如表 1 所示;

(2)长半轴 a 固定不变,短半轴 b 逐渐增大,两

者比 啄= a
b 不断减小,如表 2 所示.
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表 1摇 短半轴固定,长半轴增大

编号
长半轴

a / mm
短半轴

b / mm
啄

1 1. 2 1 1. 2

2 1. 4 1 1. 4

3 1. 6 1 1. 6

4 1. 8 1 1. 8

表 2摇 长半轴固定,短半轴增大

编号
长半轴

a / mm
短半轴

b / mm
啄

1 1. 8 1 1. 2

2 1. 8 1. 125 1. 4

3 1. 8 1. 286 1. 6

4 1. 8 1. 4 1. 8

摇 摇 最终得到图 4(a)、(b)所示的 兹 t 图像.

(a) 摇 短半轴固定,长半轴变化

(b) 摇 长半轴固定,短半轴变化

图 4摇 不同椭圆曲面几何尺寸的 兹 t 图像

图 4 表明,椭圆的长半轴和短半轴长度增大,小
球摆动周期均增长. 但短半轴的变化对小球摆动周

期影响显著,而长轴的变化对小球摆动周期影响

极小.
3. 3摇 振幅对小球摆动周期的影响

令长半轴 a=2 m,短半轴为 b = 1 m,茁 = 0,设初

始条件 棕0 =0,兹0(振幅 准)分别为 仔
8 , 仔

4 , 仔
2 ,2仔3 ,可

得图 5 所示的 兹 t 图像.

图 5摇 振幅变化的 兹 t 图像

图 5 表明,伴随着摆动振幅增大,小球的摆动周

期也变长.

4摇 结束语

摇 摇 (1)在椭圆曲面摆装置中,小球摆动过程中摆

长按一定规律变化,属于一种参数振动.
(2)小球摆动的动力学方程为二阶变系数齐次

微分动力学方程,运用龙格 库达法可以给出方程进

行数值解,结合 MATLAB 软件绘制角位移和角速度

图像.
(3)椭圆曲面摆振动与单摆振动类似,在无阻

尼状态时符合正弦变化规律,伴随着阻尼系数、振
幅、椭圆曲面长短轴增大,小球摆动周期也相应

增大.
参 考 文 献

1摇 汪静霞. 变摆长单摆振动的研究 [ J]. 物理实验,1996
(2):51 ~ 52

2摇 Marion J B. Classical Dynamics [M]. New York: Aca
demic Press, 1965. 181 ~ 182

3摇 Kidd R B, Fogg S L. A simple formula for the large鄄angle
pendulum period [J], Phys Teach, 2002, 40: 81 ~ 83

4摇 薛德胜,周钊,高美珍. 单摆近似周期的新形式及构造分

析[J]. 大学物理,2010,29(8):25 ~ 28
5摇 陈文涛,龚善初. 单摆振动分析[ J]. 湖南理工学院学报

(自然科学版),2008(1):66 ~ 70
6摇 魏国柱,石晓玲,杜安. 关于变摆长的单摆运动与相关的

铅直运动的耦合[J]. 大学物理,2007(3):1 ~ 5
7摇 马堃. 基于 MATLAB 单摆运动的数值分析[J]. 池州学院

学报,2019,33(3):37 ~ 39
8摇 漆安慎, 杜婵英. 力学[M]. 北京:高等教育版社, 2012
9摇 李庆扬. 数值分析[M]. 北京:清华大学出版社有限公

司, 2001
10 杨文锦,王鸿丽,刘彩云,等. 利用 Matlab 判定单摆运动

特性的理论研究[J]. 西南师范大学学报(自然科学版),
2020,45(11):167 ~ 170

—31—

2022 年第 5 期 物理通报 大学物理教学


