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摘 要:对一道力学竞赛题给出多种新颖的解答方法;在解题过程中,依次推导了质点在球体内部的万有引力

势能公式;论证了质点在线性正比力作用下沿椭圆运动时力心的位置;推导了质点在线性正比力作用下沿椭圆运动

的周期公式;归纳了质点在线性正比力作用下做周期性运动的几个有趣的结论.
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1 试题呈现

【原题】“星际子弹”被认为是稠密气体团,它们

像弹道式粒子一样穿过低密度星际气体云.在宇宙

某处,有一球状低密度均匀气体云,质量为 M,半径

为R,一“星际子弹”的半径远小于R,质量m≪M,

子弹对气体云中心的角动量L=m GMR
32

,子弹的

总能量E=-5GMm
4R

,忽略所有非引力作用.

(1)试问:此子弹的运动是总在云里? 总在云

外? 还是有时在云里,有时在云外?
(2)求子弹运动轨道的转折点到气体云中心的

距离.
(3)讨论子弹运动轨道的形状,并求其运动的

周期.
这是一道难度很大的力学竞赛题,突出考查一

些重要知识点,目标明确,多点发散,环环相扣,具有

很强的综合性与创新性.对于这道题的完整解答详

见文献[1],其主要特点是利用万有引力势能曲线和

径向有效势能曲线以及扫动面积速率公式进行推断

或求解.虽然图像法比较直观,但在根据势能函数描

绘势能曲线时难度较大,而且比较繁琐.那么在解题

时可否避免画势能曲线呢? 是否有更简单的解法

呢? 通过对试题的深度探究,发现多种巧妙的解法.

2 试题解答

原题有3个设问,其中第(3)问包括两方面,可
分为两个小问题,下面对各问分别进行一题多解.

2.1 利用引力势能的取值范围推断子弹运动区域

分析:无论子弹在气体云里运动还是在云外运

动,系统的机械能都是守恒的,即E=Ek+U(r)保

持不变,由于子弹的动能大于零,则引力势能小于机

械能总量,即U(r)<E.
已知子弹的总能量,只要推导出子弹在不同区

域受到的引力及其引力势能,再根据引力势能的取

值范围分别列出能量不等式,然后求出子弹到气体

云中心的距离与半径的关系,即可判断子弹的运动

区域.
解法1:利用微积分求引力势能

设某时刻子弹到球状气体云中心的距离为r,

那么在r≥R 的区域,子弹受到气体云的万有引力

大小为F(r)=GMm
r2

,类似于库仑力.与“带电球壳

在其内部空间产生的场强处处为零”进行类比可

知,在r<R的区域,子弹受到气体云的万有引力只

与半径为r的球体有关,与其外面的球壳无关.设半

径为r的球面包围气体的质量为M′,可知M′
M =r3

R3.

则子弹受到气体云的引力大小为

F(r)=GM′m
r2 =GMm

R3 r

取无穷远处为引力势能的零点,根据“物体在某

点具有的势能等于该物体从所在位置移到势能零点

的过程中保守力做的功”可知,在r≥R 的区域,引

力势能为

U(r)=W =-∫
∞

r

GMm
r2 dr=-GMm

r
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在r<R 的区域,引力势能为

U(r)=W =-∫
R

r

GMm
R3 rdr-∫

∞

R

GMm
r2 dr=

GMm
2R3r2-

3GMm
2R

已知子弹的总能量

E=-5GMm
4R

由于子弹的引力势能小于机械能总量,即U(r)<
E,可知在r≥R 和r<R 的区域内分别有不等式

-GMm
r <-5GMm

4R
(1)

GMm
2R3r2-

3GMm
2R <-5GMm

4R
(2)

由不等式(1)可得r<45R<R,这与r≥R不

一致,则假设r≥R 不成立;由不等式(2)可得r<

2
2R<R,这与r<R 相一致.

由此可知,子弹到气体云中心的距离总小于气

体云的半径,所以子弹总在云里运动.
解法2:利用特殊方法求引力势能

在r≥R 的区域,子弹受到气体云的万有引力

大小为

F(r)=GMm
r2

选择无穷远处的引力势能为零,根据两个质点的万

有引力公式与引力势能公式之间的关系可知引力势

能为

U(r)=-Fr=-GMm
r

在r<R 的区域,子弹受到气体云的万有引力

大小为

F(r)=GMm
R3 r

跟距离r成正比,则引力在区间r~R上的平均值为

F
-
(r)=GMm

R3
r+R
2

可知子弹从气体云内部所在位置运动到气体云表面

的过程中引力做的功为

W1=-F
-
(r)(R-r)=GMm

2R3 (r2-R2)

子弹从气体云表面运动到无穷远处即势能零点

的过程中引力做的功为

W2=-GMm
R

所以引力势能为

U(r)=W1+W2=GMm
2R3r2-

3GMm
2R

2.2 由方程或不等式求子弹运动轨道转折点位置

分析:子弹在有心力的作用下做曲线运动,在轨

道的转折点处,瞬时速度垂直于矢径,则角动量大小

为L=mvr,总能量为

E=12mv2+U(r)

在转动参考系中的总能量为

E=12mv2
r +V(r)+U(r)

在轨道的转折点处,径向速度为零,则径向动能为

零,因此径向有效势能Ueff= L2
2mr2+U(r)等于总能

量E;可知在整个运动过程中,有效势能不大于总能

量,即Ueff≤E.总能量和角动量在题中均为已知

量,那么根据转折点的特点分别列方程或不等式即

可求出运动轨道转折点到气体云中心的距离r.
解法1:利用角动量守恒定律和能量守恒定律

设子弹轨道的转折点到气体云中心的距离为

r,瞬时速度为v,由角动量守恒定律可知子弹相对

于气体云中心的角动量大小为

L=mvr=m GMR
32

由于子弹在云里运动,可知系统的机械能总量为

E=12mv2+GMm
2R3r2-

3GMm
2R =-5GMm

4R
化简为

L2
2mr2+GMm

2R3r2-
GMm
4R =0

联立方程可得

32r4-16R2r2+R4=0
解此方程得

r2=2± 2
8 R2

可知子弹运动轨道的转折点到气体云中心的最小距

离和最大距离分别为

r1= 2- 2
8 R=12 1- 2

2R

r2= 2+ 2
8 R=12 1+ 2

2R
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这表明子弹运动轨道的转折点至少为两个.
解法2:利用径向有效势能的极值条件

子弹在有心力的作用下做曲线运动,角动量保

持不变,由于子弹总在云里,则径向有效势能为

Ueff= L2
2mr2+U(r)=GMm

2R3r2+
GMmR
64r2 -3GMm

2R
在轨道的转折点处,径向速度为零,则径向动能

为零,因此有效势能等于总能量,即Ueff=E.
联立方程可得

32r4-16R2r2+R4=0
解法3:利用径向有效势能的取值范围

根据有效势能的取值范围Ueff≤E 可知,

GMm
2R3r2+

GMmR
64r2 -3GMm

2R ≤-5GMm
4R

化简得 32r4-16R2r2+R4 ≤0
若以x=r2为自变量,则y=32x2-16R2x+R4

的图像是开口向上的抛物线,如图1所示,可知抛物

线与横轴相交于两点的横坐标分别为

x1=2- 2
8 R2  x2=2+ 2

8 R2

图1 一元二次函数的图像

为了满足y≤0,即函数y=32x2-16R2x+R4

取值不大于零,对应自变量的区间为x1 ≤x≤x2,
其等价不等式为

2- 2
8 R2 ≤r2 ≤2+ 2

8 R2

可得 1
2 1- 2

2R≤r≤ 12 1+ 2
2R

由此可知子弹到气体云中心的最小距离和最大

距离分别为

r1=12 1- 2
2R  r2=12 1+ 2

2R

子弹在运动过程中到气体云中心的最小距离和最

大距离就是径向运动的转折点到气体云中心的距离.
2.3 利用两种方法讨论力心在椭圆中的位置

分析:气体云为质量均匀分布的球体,由对称性

可知,无论子弹在云里还是云外,受到万有引力的力

心都在气体云的中心,即力心的位置固定不动.由于

子弹在有心力的作用下做曲线运动,总在云里运动;

而且运动轨道的转折点不少于两个,因此运动轨道

不可能是圆周、抛物线或双曲线,只能是椭圆.
解法1:利用对比法分析力心在椭圆中的位置

由椭圆的对称性可知,力心只能位于椭圆的一

个焦点或中心.如果有心力跟距离的平方成反比,则
力心位于圆锥曲线的焦点.由于子弹受到有心力的

大小为F(r)=GMm
R3 r,跟极径成正比,因此力心不

可能位于椭圆的焦点,只能位于椭圆的中心.
解法2:利用假设法分析力心在椭圆中的位置

子弹运动轨迹为椭圆,则两个顶点处的曲率半

径ρ相等,由牛顿第二定律有kr=mv2

ρ
,可知v2∝r;

另一方面,由于角动量守恒,则矢径扫动的面积速率

恒定.假设力心位于椭圆的中心,则两个顶点对应的

矢径相等,由v2∝r可知,子弹在两个顶点处的速率

相等,那么在相等的时间内,矢径扫过扇形的面积相

等,所以面积速率相等,这与实际相符.
假设力心位于椭圆的一个焦点,则由v2 ∝r可

知,若某个顶点A对应的矢径r较大,则子弹在该顶

点处运动的速率较大,那么面积速率S′=12vArA 更

大,因此两个顶点对应的矢径扫动的面积速率不相

等,这与实际不符,则假设不成立,所以力心不能位

于椭圆的焦点.
总之,线性正比力的力心位于椭圆轨道的中心,

那么长轴的两个端点和短轴的两个端点是轨道的转

折点即径向速度为零的点,则转折点共有4个.
2.4 利用两种方法推导子弹做椭圆运动的周期

分析:对于有心力作用下的曲线运动,由于角动

量守恒,则矢径扫动的面积速率恒定,只要求出面积

速率以及椭圆的面积,即可求出环绕周期;当力心位

于椭圆中心时,在子弹环绕一周的过程中,径向运动

通过4个转折点,则径向简谐运动经历两个周期,可
知环绕周期等于径向运动周期的2倍.对于线性正

比力作用下的椭圆运动,径向运动为简谐运动,只要

在平衡点对径向有效势能取二阶导数求出等效劲度

系数以及径向运动的周期,即可得到环绕运动的周期.
解法1:利用面积速率求环绕运动的周期

由于力心位于椭圆的中心,则长轴端点和短轴
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端点对应的矢径都与瞬时速度方向垂直,且矢径的

长度分别为半长轴a和半短轴b,对于质点从长轴端

点运动到短轴端点的过程,由角动量守恒定律有

mvAa=mvBb

有心力 Fr=GMm
R3 r=kr

类似于弹簧的弹力,设椭圆中心即r=0处为等效弹

性势能的零点,由机械能守恒定律有

1
2mv2

A +12ka
2=12mv2

B +12kb
2

两个方程联立可得

vA =b k
m

可知子弹经过椭圆顶点处的面积速率为

S′=12vAa=12ab
k
m

由于角动量守恒,因此面积速率处处相等.
椭圆的面积为S=πab,可知子弹沿椭圆运动的

周期为

T=S
S′=2π m

k

由于 k=GMm
R3

所以 T=2π R3

GM
解法2:利用有效势能求径向运动的周期

由于子弹在线性正比力的作用下做椭圆运动,
则与弹簧振子类比可知,子弹沿径向运动是相对于

平衡位置的简谐运动.径向有效势能为

Ueff=GMm
2R3r2+

GMmR
64r2 -3GMm

2R
将有效势能函数两边取一阶导数,可得

Ueff′=GMm
R3 r-GMmR

32r3

那么 Ueff″=GMm
R3 +3GMmR

32r4

令径向回复力Ueff′=0,可知

GMm
R3 r=GMmR

32r3

则平衡位置满足r4=132R
4,因此等效劲度系数为

k′=Ueff″=GMm
R3 +3GMm

R3 =4GMm
R3

可知径向简谐运动的周期为

T′=2π m
k′ =π R3

GM

所以子弹环绕周期为

T=2T′=2π R3

GM
该题原解是利用面积速率公式

S′=dSdt=L
2m

得到 S′=12
GMR
32

利用转折点到气体云中心的距离求出椭圆的面积

S=πr1r2=πR
2

32
由此计算子弹环绕运动的周期为

T=S
S′=2π R3

GM
值得注意的是,环绕运动周期与径向运动周期

不同,对应的等效劲度系数也不同,即k≠k′.
特别有趣的是,由线性正比力决定的椭圆运动

的周期公式跟简谐运动的周期公式相同,都为

T=2π m
k

这表明,对于质点在线性正比力F=kr作用下

的周期性运动,周期只与比值m
k

有关,而与离心率

无关.只要比值相同,无论质点的运动轨迹是椭圆、

正圆还是直线,周期都相同.简谐运动只是质点在线

性正比力作用下做周期性运动的一种特殊形式.

3 结束语

综上可见,在解题过程中,涉及到多种势能,如
万有引力势能、等效弹性势能、径向有效势能等,各
自的公式都不相同.还可得到一些物理规律或结论,

例如,若质点在线性正比力作用下做椭圆运动,则力

心位于椭圆的中心,而且径向运动为简谐运动;对于

质点在线性正比力作用下的周期性运动,周期只与

比值m
k

有关,与离心率无关,运动轨迹可以是椭圆、

正圆或直线,其环绕运动的周期等于沿直线做简谐

运动的周期;若径向运动为简谐运动,则有效势能在

径向运动平衡点的二阶导数为等效劲度系数.
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