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摘 要:量子力学中力学量和表象理论无论在教学中还是在实际应用中都占有非常重要的地位,是量子力学

的重要内容,也是教学的重点和难点.文章提出了力学量和表象理论的“五步”计算方法,分别对应为“找、解、展、

求、算(写)”.通过教学实践和实例应用发现,它能很好地解决力学量和表象理论一系列的计算问题,帮助学生掌握

量子力学的内容和知识体系,对提高量子力学教学产生了积极的影响.
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  量 子 力 学 是 研 究 微 观 粒 子 运 动 规 律 的 理

论[1~3],是我国工科类专业中一门非常重要的基础

课程.通过对该课程的学习,有助于学生掌握量子力

学的基本原理和方法,加深对微观世界中物理现象

和微观粒子运动规律的理解和认识.量子力学涉及

大量的公式推导和数学计算,课程教学对学生的数

学、物理基础、逻辑思维能力与空间想象能力等都提

出了极高的要求.多数教学往往只注重基础理论的

讲解和数学公式的推导而忽略知识的应用和物理情

境的构建,导致学生感到量子力学知识深奥难懂,影

响了学生学习的积极主动性.特别是部分先修课程

学习不深入,基础薄弱的学生,容易对量子力学这门

课学产生恐惧心理,严重影响了教学质量和教学效

果的提升.
在量子力学教学中,注重知识间的联系、思想方

法的应用和知识网络的形成是非常必要的.力学量

和表象理论是量子力学的重要内容[4,5],文章针对

这两部分内容,提出了“五步”计算方法.通过应用

和举例,解决了量子力学教学内容的重点和难点.

“五步”计算方法除有助于学生解决一系列计算问

题之外,还有助于学生概念的理解、内容的掌握和知

识体系的建立.文章重点介绍力学量和表象理论“五

步”计算方法的内容和应用.

1 知识基础

力学量和表象理论是量子力学的重要内容,在

学习这部分知识之前学生已初步掌握了量子力学的

基本内容.它们主要有:

(1)微观粒子的运动状态用波函数Ψ(r,t)完全

描述;

(2)Ψ(r,t)2 表示在t时刻在r→r+dr中找

到粒子的几率;

(3)波函数的变化满足薛定谔方程;

(4)量子力学中的力学量用厄米算符来表示;

(5)微观体系的状态用厄米算符的本征态(函

数)表示;

(6)坐标、动量、角动量、能量算符本征方程的

求解等.
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2 力学量的计算

2.1 力学量的五步方法

在量子力学中用波函数Ψ(x,t)描写微观体系

的状态.当微观体系的状态波函数Ψ(x,t)已知时,

求力学量F,则按照“找、解、展、求、算”这5个步骤

进行.具体如下.

(1)“找”指找力学量F 对应的算符F̂
如果在经典力学中有相应的力学量,在量子力

学中表示这个力学量的算符时,将经典表示式中的

动量换成动量算符p̂=-iћÑ得出.例如在经典力学

中,力学量动能

T=p2
2m

量子力学中,对应的动能算符为

T̂=p̂2
2m=-ћ2Ñ2

2m
在经典力学中,力学量角动量L=r×p,量子力学

中,对应的角动量算符为

L̂=r×(-iћÑ)

(2)“解”指解算符F̂ 的本征方程

F̂ϕn =λnϕn

其中,λn 为算符F̂ 的本征值,ϕn 为属于本征值λn 的

本征函数.对于非简并情况,本征函数满足

∫ϕ*
mϕndx=δmn

对于简并情况,通常也在本征子空间中取一组正交

归一基.也可用力学量完全集算符来确定一组正交

归一基.

(3)“展”指状态波函数Ψ(x,t)按 F̂ 的本征函

数ϕn 展开

Ψ(x,t)=∑
n
cnϕn(x)

对于连续谱,若 Q̂uq =quq,则状态波函数的展开形

式为

Ψ(x,t)=∫aquqdq

(4)“求”指求展开系数cn

cn =∫ϕ*
n (x)Ψ(x,t)dx

(5)“算”指计算 cn
2 和力学量F 的平均值F

-

cn
2=c*

ncn

F
-

=∑
n

cn
2λn

cn
2是力学量F的概率分布,其物理意义是力学量

F 的取值为λn 的概率.

2.2 力学量实例

例如课本[1]例题求氢原子基态时,电子动量的

概率分布.本题的条件是氢原子处于基态,即状态波

函数

Ψ(r)= 1
πa30
e-r

a0

已知,需要求解的力学量是动量.对应的“找、解、展、

求、算”的5个步骤分别如下所示.
(1)找动量算符

p̂=-iћÑ

(2)解动量算符的本征方程是

-ih Ñϕp =pϕp

动量算符的本征函数

ϕp = 1
(2πћ)

3
2
e

i
ћp·r

(3)状态波函数

Ψ(r)= 1
πa30
e-r

a0

按照动量算符的本征函数

ϕp = 1
(2πћ)

3
2
e

i
ћp·r

展开

Ψ(r)=∫c(p,t)ϕp(r)dp

(4)求展开系数c(p,t)

c(p,t)=∫ϕ*
p (r)Ψ(r)dτ=

(2a0ћ)
3
2ћ

π[a20p2+ћ2]2

(5)计算 c(p,t)2,即电子动量的概率分布为

c(p,t)2= 8a30ћ5
π2[a20p2+ћ2]4

同样如果已知状态波函数,计算L2,Lz,H 等力

—04—

2022年第11期               物理通报               大学物理教学



学量,则需要找这些力学量分别对应算符,分别按照

以上步骤求解计算即可.

2.3 力学量平均值的两步方法

由于

∫Ψ*(x)F̂Ψ(x)dx=∑
n

cn
2λn

力学量F 平均值的另一求法是利用公式

F
-

=∫Ψ*(x)F̂Ψ(x)dx

计算.在求解力学量平均值时,“找、解、展、求、算”

五步可以简化并成“找、算”两步.

(1)“找”指找力学量F 对应的算符F̂.

(2)“算”指把算符F̂ 插入波函数中积分计算

F
-

=∫Ψ*(x)F̂Ψ(x)dx

利用上式计算力学量时,步骤简单,公式简洁,

便于学生记忆,但仅限于计算力学量的平均值.当利

用“找、解、展、求、算”五步计算力学量时,除了可以

求解力学量平均值之外,还可以得到力学量的概率

分布.“五步”方法虽然步骤复杂,计算繁琐,但是有

助于深刻理解量子力学中的相关概念,帮助学生建

立量子力学观念和理论框架.

3 表象理论

3.1 表象理论的五步方法

在表象理论中,则按照“找、解、展、求、写”五步

进行,前四步和求力学量的步骤相同,第五步直接把

态和力学量写成矩阵形式即可.下面以Q表象为例,

讨论态和力学量的具体形式.

(1)“找”指找Q 表象对应的算符Q̂

(2)“解”指解算符Q̂ 的本征方程

Q̂un =Qnun

其中Qn 为算符Q̂ 的本征值,un 为属于本征值Qn 的

本征函数.

(3)“展”指状态波函数按照算符Q̂ 的本征函数

展开

Ψ(x,t)=∑
n
anun

(4)“求”指求系数an 和算符F̂ 的矩阵元Fmn

an =∫u*
nΨ(x,t)dx

Fmn =∫u*
mF̂undx

(5)“写”指波函数、算符在Q 表象中写成矩阵

形式,分别为

Ψ=

a1

a2
︙

an

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

︙

  F=

F11 F12 … F1n …

F21 F22 … F2n …

︙ ︙ ︙ ︙

Fm1 Fm2 … Fmn …

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

︙ ︙ ︙ ︙

3.2 表象理论五步实例

下面分别以坐标表象、动量表象、能量表象为

例,讨论态和力学量的五步计算方法.

3.2.1 坐标表象

(1)找坐标算符x̂.

(2)解坐标算符x̂ 的本征方程

x̂δ(x-x′)=x′δ(x-x′)

式中x′为坐标算符的本征值,δ(x-x′)为属于本

征值x′的本征函数.

(3)状态波函数按坐标算符的本征函数δ(x-

x′)展开

Ψ(x,t)=∫ax′(t)δ(x-x′)dx′

(4)求系数ax′(t)和算符在坐标表象的矩阵元

ax′(t)=∫δ*(x-x′)Ψ(x,t)dx′=Ψ(x′,t)

算符F̂ 在坐标表象中的矩阵元

Fx′x″ =∫δ*(x-x′)F̂ x,-iћ ∂∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

x δ(x-x″)dx=

F̂x′,-iћ ∂
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x′δ(x′-x″)

算符x̂ 在坐标表象中的矩阵元

xx′x″ =∫δ*(x-x′)xδ(x-x″)dx=x′δ(x′-x″)

算符p̂在坐标表象中的矩阵元
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px′x″ =∫δ*(x-x′)-iћ ∂∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

x δ(x-x″)dx=

-iћ ∂
∂x′δ

(x′-x″)

算符在坐标表象的矩阵表示是δ函数形式.在

行列对应一致的前提下,则此δ函数前面的那部分

就是此算符在坐标表象的算符表示.

(5)写出坐标表象中的波函数

Ψ=

Ψ(x1′,t)

Ψ(x2′,t)

Ψ(x3′,t)

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

︙

在本征值为连续谱的情况下,由于列矩阵的行

不可数,往往用矩阵元来表示列矩阵,因此,任意态

Ψ(x,t)在坐标表象的表示就是Ψ(x′,t),就是任意

态Ψ(x,t)本身.若某一态波函数是以坐标为自变

量,那么它就是在坐标表象的表示,就是某一态以坐

标本征函数展开的系数.

3.2.2 动量表象

(1)找动量算符

p̂=-iћ ∂∂x
(2)解动量算符的本征方程

-ih ∂∂xϕp(x)=pϕp(x)

p为动量算符的本征值

ϕp(x)= 1
2πћ
e

i
ћpx

为属于本征值p的本征函数.

(3)状态波函数按动量算符的本征函数展开

Ψ(x,t)=∫c(p,t)ϕp(x)dp

(4)求系数c(p,t)和算符在动量表象的矩阵元

c(p,t)=∫ϕ*
p (x)Ψ(x,t)dx

算符F̂ 在动量表象中的矩阵元

Fp′p″ =∫ϕ*
p′F̂ x,-iћ ∂∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x ϕp″dx

算符x̂ 在动量表象中的矩阵元

xp′p″ =∫ϕ*
p′xϕp″dx=iћ∂

∂p″∫ϕ*
p′ϕp″dx=

iћ∂
∂p′

δ(p′-p″)

算符p̂在动量表象中的矩阵元

pp′p″ =∫ϕ*
p′p̂ϕp″dx=

p″∫ϕ*
pϕp′dx=p″δ(p′-p″)

与坐标表象一样,算符在动量表象的矩阵表示

也是δ函数形式.在行列对应一致的前提下,则此δ

函数前面的那部分就是此算符在动量表象的算符表

示.

(5)写出动量表象中的波函数

Ψ=

c(p1,t)

c(p2,t)

c(p3,t)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

︙

Ψ(x,t)是坐标表象中的波函数,则c(p,t)就

是在动量表象中表示的波函数.

3.2.3 能量表象

由于哈密顿算符 Ĥ 根据问题的不同而不同,因

此能量表象有很多种.下面以一维无限深势阱能量

表象来举例说明.

(1)找一维无限深势阱的哈密顿算符

Ĥ =-ћ2
2m

d2
dx2+U

U=
0,0<x<a

¥,x<0,x>{ a

(2)解算符 Ĥ 的本征方程

Ĥϕn = -ћ2
2m

d2
dx2+æ

è
ç

ö

ø
÷U ϕn =Enϕn

其中

En =π
2ћ2n2
2ma2

为能量的本征值

ϕn(x)= 2
asin

nπ
ax

为属于本征值En 的本征函数.
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(3)状态波函数按 Ĥ 的本征函数展开

Ψ(x,t)=∑
n
cnϕn(x)

(4)求展开系数cn 和算符在能量表象的矩阵元

cn =∫ϕn
*(x)Ψ(x,t)dx

算符F̂ 在能量表象中的矩阵元

Fmn =∫ϕ*
mF̂ x,-iћ ∂∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x ϕndx

算符x̂ 在能量表象中的矩阵元

xmn =∫ϕ*
mxϕndx

算符p̂在能量表象中的矩阵元

pmn =∫ϕ*
m -iћ ∂∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

x φndx

(5)写出能量表象中的波函数

Ψ=

c1

c2

c3

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

︙

4 结论

本文总结了量子力学力学量“找、解、展、求、算”

和表象理论 “找、解、展、求、算、写”的五步计算方

法.教学实践表明,“五步”计算方法使大量该类型

题目的解题思路更加清晰明了.学生也较容易掌握

量子力学的内容,建立完整的知识体系.在教学过程

中注重知识间的联系和知识网络的形成是非常必要

的.只有对教学内容深刻透彻理解,才能做到游刃有

余、触类旁通.
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ResearchandApplicationonFiveStepCalculationMethod
inMechanicalQuantityand

RepresentationTheoryinQuantum Mechanics

YiHouhui
(SchoolofIntelligentManufacturing,WeifangUniversityofScienceandTechnology,Weifang,Shandong 262700)

LiuHui
(CollegeofScience,BinzhouUniversity,Binzhou,Shandong 256603)

Abstract:Inquantum mechanics,mechanicalquantityandrepresentationtheoryplayaveryimportantrolein

bothteachingandpracticalapplication.Theyarenotonlyanimportantcontentinquantum mechanics,butalsoa

keyanddifficultpointinteaching.Thispaperputsforwardthe"fivestep"calculation methodofmechanical

quantityand representation theory,which correspondsto "find,solve,develop,seek and calculate (write)"

respectively.Byteachingpracticeandexampleapplication,itisfoundthatitcanwellsolveaseriesofcalculation

problemsofmechanicalquantityandrepresentationtheory,helpstudents masterthecontentandknowledge

systemofquantum mechanics,andhaveapositiveimpactonimprovingtheteachingofquantum mechanics.

Keywords:quantum mechanics;mechanicalquantity;representationtheory;five stepmethod
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