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摘 要:论述了一种从数学上严格证明克劳修斯等式的新方法,指出可逆循环热温比积分的数学实质是第二

类曲线积分,并通过格林公式和能态方程证明了克劳修斯等式,最后指出了克劳修斯熵的引入数学上等价于寻找

到一个合适的积分因子.
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  克劳修斯等式是热力学中的一个基本方程,可

以由它导出热力学中重要的态函数 ——— 熵.当今热

学的教科书中普遍的证明方式是使用等温线和绝热

线将任意的可逆循环分割为无穷多个无限小卡诺循

环,然后将这些循环叠加后等效为原循环,从而证明

原等式[1,2].这个证明物理图像非常清晰,证明过程

简洁直观,但也有对其在数学上是否严谨的讨

论[4,5].本文从克劳修斯等式的物理学本质,即热力

学第二定律出发,指出克劳修斯等式对应于第二类

曲线积分,在数学上严格地证明了这个等式.

1 克劳修斯等式新理解

1.1 克劳修斯等式

众所周知,对于任意可逆循环克劳修斯等式表

达式为

       ∮đQr

T =0 (1)

笔者认为等式左边的可逆循环热温比积分的数学本

质应该是对某一闭合路径的第二类曲线积分,克劳

修斯等式从数学上可以理解成在可逆过程中“曲线

积分与路径无关”.根据这一点便可以定义一个态函

数,其物理实质便是克劳修斯熵.

1.2 克劳修斯等式与曲线积分的联系

考虑一个无摩擦的准静态过程,也即可逆过程.
利用热力学第一定律,我们可以将式(1)左边改写

成

      ∮dU+pdV
T

(2)

采用p和V 作为独立的状态参量表示其他所有状态

量,即T=T(p,V),U=U(p,V),这里可以省略偏

导运算中表示不变量的下标且不引起歧义.求出式

(2)中的全微分dU 后我们得到要证明的等式

 ∮1T p+∂U∂
æ
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dp=0 (3)

不难看出,这就是对坐标的曲线积分,即第二类曲线

积分,只不过这里的坐标是p V 而不是x y.要证

明克劳修斯等式,等价于证明式(3)的正确性,也就

是说我们要证明下面的曲线积分与积分路径无关
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2 克劳修斯等式的新证明

根据格林公式[3],曲线积分∫L
Pdx+Qdy与路

径无关当且仅当P 与Q 之间满足∂Q
∂x-∂P∂y=0.依据

式(4)做如下推演
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为了后续的推导中不引起歧义,已为上式中的偏导

数加上了下标.由偏导数的链式法则,我们很容易得

到下面的几个关系式
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将式(7)、(8)代入式(5)化简后得到
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从数学上看,式(10)已无法再进一步化简,原

因是克劳修斯等式的本质是一条物理规律,它来源

于卡诺定理,或者说其本质来源于热力学第二定律.
热力学第二定律有很多形式,我们可以使用它的一

个推论,即能态方程[6]
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来得到偏导数之间的一个补充关系式.
需要特别说明的是,卡诺定理的本质是热力学

第二定律,然而能态方程是可以直接使用卡诺定理

导出的[1,7],而且导出的过程以及卡诺定理本身,完

全不依赖于克劳修斯等式,从热力学第二定律可以

自然地得出卡诺定理,进而导出能态方程,所以这里

并没有出现所谓的循环论证,我们对克劳修斯等式

的证明在物理本质上还是一样来源于热力学第二定

律,只是在数学上更加严谨.
将式(11)代入式(10),化简后得到
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再利用式(9)可以得到
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综上所述,根据格林公式,我们确实证明了积分

式(4)的结果与路径无关,也即证明了克劳修斯等

式(1).我们的证明过程中,只限定了讨论范围是可

逆过程,由于卡诺定理并不依赖于工质,其导出的能

态方程对任意气体都成立,热力学第一定律作为基

本方程对任意气体也成立.所以,克劳修斯等式适用

于任何气体的任意可逆循环过程.
最后,从数学上来看,曲线积分与路径无关等价

于存在某一态函数,这一态函数正是đQr

T
的原函数,

所以我们可以直接利用这一等式建立克劳修斯熵的

概念.

3 克劳修斯等式的再理解

从我们的证明,可以对克劳修斯等式进行一个

新的理解.在热学中常说吸放热和做功是一个过程

量,不是通常意义下的微分[12].这在数学上被称为

非恰当微分[8],与恰当微分相对应,指的是某一个函

数积分的结果是与选取的路径有关的,无法与任何

一个函数的全微分相对应.比如下面的式(15),沿任

一闭合路径积分值为零,所以是恰当微分,其原函数为

     z=xy+C (14)

但式(16)显然就不是恰当微分了.

    dz=ydx+xdy (15)

    đz=ydx-xdy (16)

对于非恰当微分,如果乘以某个积分因子,可以变为

恰当微分,如式(16),变为đz
y2 就是一个恰当微分,1

y2

便是熟知的积分因子.
同理,在热力学中,内能的改变量dU 是恰当微

分,元功pdV 是非恰当微分,但是由于体积是系统
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的一个态函数,所以通过式(17)我们得到了一个恰

当微分,积分因子是1
p

.

     đW
p =dV (17)

更近一步,由热力学第一定律得到的可逆过程

吸放热量

    đQr=dU+pdV (18)

也是非恰当微分,但是克劳修斯等式正是为上式中

的đQr 找到了一个对应的积分因子1
T.即式(19)

   đQr

T =dU+pdV
T =dS (19)

得到了一个恰当微分,本文也就是从数学上结合热

力学定律严格证明了选取的积分因子的正确性.

4 总结

本文利用热力学第一定律将克劳修斯等式改写

为第二类曲线积分,从而突出了克劳修斯等式的数

学实质是某一第二类曲线积分与路径无关,并利用

格林公式、能态方程以及状态参量偏导数之间的联

系从数学上严谨证明了曲线积分式(4)确实不依赖

于积分曲线的选取,从而证明了克劳修斯等式.在数

学上,引入克劳修斯熵的过程也可以看作是为一个

非恰当微分找到了一个合适的积分因子,求得的原

函数便可作为系统的一个新的态函数.
笔者认为,这个证明方式虽然对物理图像并未

做过多强调,但是在数学上更加严格,在热学教学中

能让学生们更加体会到数学与物理学之间的紧密联

系,让学生在学习物理的同时,自发地思考公式背后

在数学上的联系,多多思考物理学中使用的数学的

严谨性和可行性.
针对大多数热学课本上关于此定理的证明,是

否是严谨的,也有很多不同意见[45].本文从数学上

来说严谨性是毋庸置疑的,教师也当引导学生去发

现基本定理证明中可以讨论的地方.
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APracticableWaytoProveClausiusEqualityStrictly

ZHENGBufan WUHao
(SchoolofPhysicsandTechnology,WuhanUniversity,Wuhan,Hubei 430072)

Abstract:Inthiswork,avigorousmathematicproofoftheClausiusequalityisdiscussed.Itispointedoutthat

themathematicalessenceoftheintegralofheat temperatureratioinanyreversiblecycleisthesecondtypeof

curveintegral.TheClausiusequalitycanbeprovedintermsofGreen′sformulaandenergystateequation.

Moreover,wesuggestthattheintroductionofClausiusentropyismathematicallyequivalenttofindingasuitable

integrationfactor.
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