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摘 要:利用指数函数折射率大气模型,定量分析了海市蜃楼现象.首先由光线的微分方程解出了光线方程,

绘出了指数函数折射率模型大气中光线的轨迹,然后分析了可能观察到蜃像的范围,最后研究了蜃像的位置和观

察者的关系.
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1 引言

海市蜃楼是一种自然现象,多发生于大海和沙

漠中,实验室中也可模拟出海市蜃楼现象.由于海水

的热容量很大,在强烈的阳光照射下,水温也不易升

高,使得海面上方的空气层出现下冷上暖现象.从而

空气密度由下向上逐渐减小,空气折射率也是由下

向上逐渐减小.在无风的情况下,这种状态可保持相

对稳定,此状态下有可能产生上现蜃景.与上述情况

相反,在强光照射的干燥沙漠中,地面温度容易升

高,空气的导热系数又较差,会形成下方温度高而上

方温度低的空气层,从而地面附近大气折射率由下

向上逐渐增大,有可能形成下现蜃景.
对于海市蜃楼现象一般只给出定性解释,也有

少数文献给出了定量分析.文献[10]用线变折射率

模型分析了海市蜃楼,文献[11]用近轴光线近似来

研究海市蜃楼成像.但线变折射率模型太过于简单,

与大气实际折射率的情况有一定的偏差,而指数函

数折射率模型与实际情况较为接近.本文在文献

[10]的基础上,利用指数函数折射率模型来研究一

般情况(非近轴近似)下的海市蜃楼现象,在给出指

数函数折射率模型的基础上,由光线微分方程解出

了光线方程,绘出了指数函数折射率模型大气中光

线的轨迹,然后进一步研究了蜃像的位置和观察者

的关系.

2 光线方程

在几何光学中,光的能量可看成沿光线传播,其

传输路径遵循光线微分方程.此方程的解,即光线的

路径主要取决于介质折射率分布[10].设研究范围内

地面可以近似地看成平面(xz面),大气折射率沿竖

直方向变化n=n(y).将地面附近大气看成由无限

多薄平面层组成,同一层内折射率近似相等.以上现

蜃景为例,随着y 的增大,各层的折射率依次减小

(图1).设点光源处在地面上坐标原点,由折射定律

不难导出[10]

图1 光线在大气中的折射率

d2y
dx2= 1

2n20cos2θ
dn2
dy

(1)

此即为一般变折射率大气中光线的微分方程.
在湿冷的海水上空,空气的折射率随高度的增

加而减小,可用指数模型来描述

n2(y)=n20e-αy (2)
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其中n0 为海平面处大气折射率,α在一定的温度梯

度下为常数,对于上现蜃景,α>0.将式(2)求导得

dn2
dy =-αn2

0e-αy

将其代入光线的微分方程式(1)中得

d2y
dx2=- α

2cos2θe
-αy

令

dy
dx=p

则

d2y
dx2=pdpdy

于是有

pdydx=- α
2cos2θe

-αy

∫pdp=- α
2cos2θ∫e-αydy

1
2p

2= α
2cos2θe

-αy +C1
2

dy
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2

= 1
cos2θe

-αy +C1 (3)

其中C1 为积分常数.设物点位于海平面上坐标原点

处(图1),则初始条件为

dy
dx x=0

=tanθ

y x=0=0

tan2θ= 1
cos2θ+C1

由此可以定出积分常数,C1=-1.将积分常数

代入式(3),得

dy
dx=± 1

cos2θe
-αy -1=±e

-α
2y

cosθ 1-cos2θeαy

令

t=cosθe
α
2y

dt=α
2cosθe

α
2ydy

则上式可以化简为

dx=±2α
dt
1-t2

对上式两边积分,得

x=±2αarcsint+C2

arcsincosθe
α
2( )y =±α

2 x-C( )2

或

y=2αln± 1
cosθsin

α
2 x-C( )é

ë
êê

ù

û
úú{ }2

由于初始时刻dy
dx x=0

>0,所以上式应取正值.

又由初始条件y x=0 >0,可得

C2=-2αarcsincos
( )θ =-2α

π
2-æ

è
ç

ö

ø
÷θ

y=2αln
1
cosθsin

α
2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúθ (4)

式(4)为光线方程(这里所谓光线实际上指光能量

传播的方向).图2给出了α=13
,θ=0.10π,0.15π,

0.20π,…,0.40π,0.45π,0.49π不同值时,位于原

点处的物点发出的光线.这里只给出了xy面上x 轴

正方向上的光线,实际光线应是以 Oy 为旋转轴绘

出的一系列曲面.由图2可见,光线传播的过程中不

会相交,故不会成实像.光线经折射后向下弯曲,有

可能形成上现蜃景,但海平面上观察者看到的光束

是否为单芯光束? 我们再作以下分析.

图2 指数函数折射率模型中的光线

3 蜃像的位置

3.1 可观察到蜃像的范围

我们先来求在海平面上可以观察到蜃像的范

围,令

y=2αln
1
cosθsin

α
2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúθ =0

则

sinα
2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷θ =cosθ

即

α
2x+π2-θ=arcsincos( )θ
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或

α
2x+π

2-θ=π-arcsincos( )θ

光线与x 轴的一个交点为:x=0,此即物体所在处;

另一个交点为

x0 ( )θ =4αθ
(5)

即位于原点的物点发出的不同倾角θ的光线与

x 轴的交点x0 与θ成线性关系 图3中α=æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3
,这

与线变折射率的情况完全不同[10],线变折射率情况

下x0 与θ的关系是非线性的,且存在极大值点.由

于0<θ<π2
,所以x0max=2πα .观察者只有在x0max

以内才有可能观察到蜃像.α愈大,x0max 愈小,可能

观察到蜃景的范围愈小.

图3 光线和海平面的交点与角θ的关系

3.2 光线与海平面交点处的斜率

将式(4)对x 求偏导

kx,( )θ =∂y∂x=
cosα

2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷θ

sinα
2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷θ
=

ctgα
2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷θ (6)

令

∂y
∂x=0

得

cosα
2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷θ =0

α
2x+π2-θ=π2

x=2αθ

此即光线极值点的横坐标.从而,

当x∈ 0,2α{ }θ 时,dy
dx>0

;

当x∈ 2
αθ
,4
α{ }θ 时,dy

dx<0.

而我们现在所要研究的范围是dy
dx<0

区域,只

有在2
αθ <x < 4αθ

范围内才有可能观察到上现

蜃景.
将x=x0 ( )θ 代入式(6),得光线在与x 轴交点

处的斜率

kx0,( )θ =ctgα
2x0+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷θ =

ctg π2+æ

è
ç

ö

ø
÷θ =tanθ (7)

3.3 求观察者看到的像点的位置

设观察者在x0 ( )θ (图4中A 点)处,眼睛瞳孔

的线度为AB=Δyx0,( )θ (AB为瞳孔的范围),在眼

睛瞳孔范围内,可观察到的光线对应的物光倾角

为θ~θ+Δθ,则光线在 B 点处相应的坐标为

x0,yx0,θ+Δ( )[ ]θ ,光线在 B 点处对应的斜率

为kx0,θ+Δ( )θ .

图4 观察者看到的像点的位置

瞳孔看到的两边缘光线的切线方程为

Y1=kx0,( )θ X-x0 ( )[ ]θ (8)

Y2-yx0,θ+Δ( )θ =kx0,θ+Δ( )θ X-x0 ( )[ ]θ
坐标(X,Y1)为切线AP 上的点,坐标(X,Y2)

为切线BP 上的点.
设这两条切线交于P x1 ( )θ ,y1 ( )[ ]θ 处,则

kx0,( )θ X-x0 ( )[ ]θ =

kx0,θ+Δ( )θ X-x0 ( )[ ]θ +yx0,θ+Δ( )θ
解出

X=x0 ( )θ + yx0,θ+Δ( )θ
kx0,( )θ -kx0,θ+Δ( )θ

(9)
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因为

yx0,( )θ =0
则

Δyx0,( )θ =yx0,θ+Δ( )θ =∂y∂θ x0,θ
Δθ

kx0,θ+Δ( )θ -kx0,( )θ =∂k∂θ x0,θ
Δθ

把以上两式代入式(9),并化简得

X=x1 ( )θ =x0 ( )θ -∂y∂θ x0,θ
/∂k
∂θ x0,θ

(10)

由式(6)对θ求导得

∂k
∂θ x0,θ

= 1

sin2 α
2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷θ

x0,θ

=

1
cos2θ

(11)

由式(4)对θ求导得

∂yx,( )θ
∂θ =2α

· cosθ

sinα
2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷θ
·

-cosα
2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷θcosθ+sinα

2x+π2-æ

è
ç

ö

ø
÷θsinθ

cos2θ
将式(5)

x=x0 ( )θ =4αθ

代入上式得

∂yx0,( )θ
∂θ =2α

· cosθ

sin π2+æ

è
ç

ö

ø
÷θ
·

-cosπ2+æ

è
ç

ö

ø
÷θ cosθ+sin π2+æ

è
ç

ö

ø
÷θ sinθ

cos2θ =

4
αtanθ

(12)

将式(11)、(12)代入式(10)并化简得

x1 ( )θ =x0 ( )θ -4αsinθcosθ

再将式(5)代入上式,整理得像点的横坐标为

x1 ( )θ =4αθ-4αsinθcosθ=

4
α θ-sinθcos[ ]θ (13)

将式(13)代式(8)即得像点的纵坐标

 y1 ( )θ =-tanθ -4αsinθcos
é

ë
êê

ù

û
úúθ =4αsin

2θ (14)

P 点的横坐标与θ 有关,说明折射光束的单芯性被

破环,不能理想成像.但由于眼睛瞳孔的范围很小,

对应的θ变化很小,从而在一固定点观察时,x1可以

近似的认为不变,仍可以观察到蜃像.图5为α=13

时x1 关于θ的曲线.图6为α=13
时y1 关于θ的

曲线.

图5 像点的横坐标与θ角的关系

图6 像点的纵坐标与θ角的关系

位于x0 ( )θ 处的观察者看到由原点发出的光的

像点坐标为 x1 ( )θ ,y1 ( )[ ]θ .为便于比较,图7给出

了x0、x1、y1 与θ的关系.

图7 像点位置与观察者的关系

对于同一物点,像的位置与θ有关,折射光束不

能理想成像.但在瞳孔范围内可近似成像.位于不同

x0(θ)的观察者看到的像的位置不同.在可能观察

到蜃景的范围内,观察者距原物体愈近(x0 愈小,θ
愈小,y1 也愈小),则观察到上现蜃景的位置愈低.

(下转第161页) 
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【例题】如图5所示,两个等量的正点电荷,O点

为两点电荷连线的中点,A 点为两点电荷连线的中

垂线上的一点.一带负电的试探电荷q,从A 点由静

止释放,只在静电力作用下运动,则(  )

A.q由A 点向O 点的运动速度一直增加

B.q由A 点向O 点的运动速度先增加后减小

C.q由A 点向O 点的运动加速度一直减小

D.q由A 点向O 点的运动加速度先增加后减小

图5 例题题图

解析:因为不清楚A 点与中垂线上电场强度最

大处的关系,所以对于运动加速度的变化情况需进

行分类讨论:如A点在O点与电场强度最大处之间,

则q由A 点向O 点的运动加速度一直减小;如电场

强度的最大处在A 点与O 点之间,则q由A 点向O
点的运动加速度先增加后减小.对于运动速度,q由

A 点向O 点的运动受到的静电力从A 点指向O 点,

一直做加速运动.正确答案为选项A.
两种定量数学分析方法是高中生数学知识学习

要求掌握的内容,对学有余力的学生不仅定性还要

定量知道,在两等量同种点电荷连线的中垂线上存

在着场强最大值点.通过多种方法分析、解决物理问

题过程,不仅仅是为了得到答案或结论,而是要全面

锻炼学生的科学思维能力,全面提高学生的问题解

决能力,形成物理观念.解决问题有依据,有思路,实
现知识向能力的转变,最终形成素养.
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又由于总有0<x2(θ)<x0(θ),所以蜃像与原物体

总是处在观察者的同侧,且像与观察者的水平距离

比原物与观察者的水平距离小.
以上用指数函数折射率模型分析了海市蜃楼上

现蜃景现象.对于下现蜃景的情形,可以取n2 ( )y =
n20 1-e-α( )y ,并将物点置于地面上方一定高度,即
可相应地进行分析.此时蜃像位于下方,且与观察者

的水平距离比原物近.

4 结论

本文利用指数函数折射率模型研究了一般情况

下的海市蜃楼现象.结果表明,在指数函数折射率模

型下,折射光束不能理想成像.但由于人眼瞳孔的范

围很小,仍可观察到像点.对于同一物点,蜃像的位

置与观察点有关.蜃像与原物体总是处在观察者的

同侧,并处在观察者的上方(上现蜃景).在可能观察

到蜃景的范围内,观察者距原物体愈近,则观察到上

现蜃景的位置愈低.所得结论与实际观测结果一致.
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