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摘 要:高中物理中质点间的万有引力和真空中点电荷间的库仑力都遵循平方反比规律,质量相同的两质点连

线中垂线上及等量同种电荷连线中垂线上存在极值问题,通过不等式和求导的方法解决极值的位置并进行适当

推广.
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  在高中物理的力学和电学问题中,质点间的万

有引力和真空中点电荷间的库仑力都遵循平方反比

规律.在这类问题中,作用力的极值问题往往是一个

难点.下面我们讨论这样一类问题[1].
问题1:如图1所示,A、B 为质量均匀分布且质

量均为M 的两个完全相同的小球.PQ为AB连线的

中垂线.有一质量为m 的小球从AB 连线的中点O
沿OP 方向运动,小球m 受到A、B万有引力的合力

最大值在何处? 引力大小的变化情况是怎样的?

图1 问题1图

解法一:

设m 位于距O 点r 处的N 点,OA =OB=a,
则有

AN = a2+r2

根据万有引力定律,m在N 点受到A、B两球的

万有引力F1、F2 为

F1=F2=GMm
AN2 = GMm

a2+r2

由平行四边形定则可求出F1和F2的合力F大

小为

F=2F1sinθ

而 sinθ= r
a2+r2

所以有

F= 2GMmr
(a2+r2)3

令 Z= r
(a2+r2)3

则 Z2= r2
(r2+a2)3

设 Y=Z2  X=r2

则有

Y= X
(X+a2)3=

X
X3+3X2a2+3Xa4+a6=

1

X2+3Xa2+3a4+a6
X

上式中的分母中

X2+3Xa2+a6
X =

X2+Xa2

2 +Xa2

2 +Xa2

2 +

Xa2

2 +Xa2

2 +Xa2

2 +a6
8X+a6

8X+a6
8X+

a6
8X+a6

8X+a6
8X+a6

8X+a6
8X

根据不等式

a1+a2+…+an

n ≥
n
a1a2…an
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不等式中a1、a2、an 均为正数;仅当a1=a2=…=an

时等号成立,有

X2+3Xa2+a6
X ≥

15·
15

X2(Xa2

2 )
6(a68X)

8

当X2=Xa2

2 =a6
8X

时,亦即X=a
2

2
时,X2+3Xa2+a6

X

有最小值,且最小值为15a
4

4 .

由于X=r2,所以有r2=a
2

2
,解之得到r=a

2
,也

就是当r=a
2

时,Y 的分母部分有最小值,Y 也就有

最大值,因而Z 有最大值,进一步可算得F 的最大

值为

Fmax=43GMm
9a2

当m 从O 点开始沿OP 移动到无穷远时,m 所

受的万有引力由零增大到最大值43GMm
9a2

后再逐

步减小到零.
另外,在直角△OAN 中,设∠NAO 为θ.当r=

a
2

时F有最大值,此时tanθ=r
a =1

2
,由三角变换

公式可得

sinθ=1
3
  cos2θ=23

即 θ=arcsin1
3

时F 有最大值

Fmax=43GMm
9a2

解法二:

设m 在N 点受A、B 两球的万有引力分别为

F1、F2,根据万有引力定律

F1=F2= GMm
a2+r2

因为 AN = a
cosθ

所以 r2+a2= a2
cos2θ

F1=F2=GMmcos2θ
a2

F1、F2 的合力F 为

F=2GMmcos2θsinθ
a2

令 Y=cos2θsinθ
因为

cos2θ=1-sin2θ
所以有

Y=(1-sin2θ)sinθ
设U=sinθ,则

Y=(1-U2)U=U-U3

分别对Y 求一阶导数Y′和二阶导数Y″,有

Y′=1-3U2

Y″=-6U
令Y′=0有1-3U2=0,解得

U=1
3

将上式代入Y″,有

Y″=-6
3
<0

所以当U=1
3

时,Y 有最大值,也就是F有最大值.

由于

U=sinθ

所以有sinθ=1
3
,即θ=arcsin1

3
时F 有最大值

Fmax.将sinθ=1
3

及cos2θ=23
代入F的表达式,有

Fmax=43GMm
9a2

问题2:如图2所示,两个等量的正电荷Q 相距

2a,试确定在两个电荷连线的垂直平分线上具有最

大场强的点的位置.

图2 问题2图

解析:具体解答与问题1完全类似,极值点的位
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置在中垂线上距中心点a
2

处,场强的最大值为

Emax=43kQ9a2

【例1】如图3所示,水平光滑的绝缘木板上O点

的正上方固定一正点电荷,其电荷量为Q,a、b、c为

木板上以O 为圆心的3个等间距同心圆.现将一带

正电的小球P从木板上O 点附近静止释放,小球依

次经过a、b、c位置,其电势能分别为Ep1、Ep2、Ep3;其
加速度分别为a1、a2、a3,忽略P对电场的影响,下列

说法中正确的是(  )

A.a、b、c三处的电势大小关系为φa >φb>φc

B.a、b间的电势差与b、c间的电势差大小关系

为Uab >Ubc

C.小球P在a、b、c位置处的电势能的大小关系

为Ep1 <Ep2 <Ep3

D.小球P在a、b、c位置处的加速度的大小关系

为a1 >a2 >a3

图3 例1题图

解析:运用问题2的结论结合已知条件进行

分析.
在Q 关于Oc直线的对称点放上另一个等量同

种电荷Q′,则Q和Q′在周围的空间形成等量同种电

荷的电场,且Oc直线是两等量同种电荷连线的中垂

线.由前面的结论可知:从O 点沿直线Oc直至无穷

远,等量同种电荷的总电场强度E的方向向左,大小

由零逐渐增大到最大值再逐渐减小到零.由于对称,

Q和Q′在a、b、c每一点产生的电场强度的水平分量

方向向左且大小一样,即Q 在a 点的场强的水平分

量和Q′在a 点的场强的水平分量方向相同大小一

样,b点和c点两点的情况类似.所以,Q单独在直线

上a、b、c各点场强的水平分量方向向左且大小从零

逐渐增大到最大值再逐渐减小到零.场强最大值的

位置与a、b、c三点的位置关系不清楚,所以a、b、c三

点的水平方向的加速度大小关系无法确定,且Uab

与Ubc 间的关系也无法确定.本题的其他选项的讨

论略去,答案是选项A.

【例2】带电荷量为q的负点电荷(不计重力)在
等量同种带电荷量为Q的两正点电荷连线中垂面上

以O 为中心做圆周运动,如图4所示,当r为多大时

线速度最大?

图4 例2题图

解析:由牛顿第二定律得

2kQq

(a
sinθ)

2cosθ=mv2

r =m v2

acotθ

可得

v2=2kQqmasinθcos
2θ

对上式利用求极值的方法,可求得

cotθ= 2  cos2θ=23

时,即r= 2a时,线速度最大为

vm=23
3kQq
ma

在上述问题的证明中,我们还发现cos2θ=23
,

在解决一些极值问题时,也是一个很有用的结论.
【例3】如图5所示,细线的一端固定,另一端系

一小球,把细线拉至水平位置使小球从静止开始释

放,不计空气阻力,在小球从最高点A摆至最低点B
的过程中,下列说法中正确的是(  )

A.重力的功率一直增大

B.重力的功率一直减小

C.重力的功率先增大后减小

D.重力的功率先减小后增大

图5 例3题图
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解析:这道题利用功率的定义可得答案为选项

C,但小球在什么位置重力的功率最大呢? 如图6所

示,设细线与水平方向成θ角时,小球的重力功率最

大,由动能定理

mgLsinθ=12mv2

得 v= 2gLsinθ
由功率的定义

P=mg 2gLsinθcosθ
而

(sinθcos2θ)2 = sin2θcos2θcos2θ=

1
2
(2-2cos2θ)cos2θcos2θ

当2-2cos2θ=cos2θ时,重力功率具有最大值,即

cos2θ=23
时

Pm=2mg3 3gL

图6 例3解析图

【例4】图7所示为某工厂的传送装置简易图,该
装置由倾斜轨道ab、圆弧形轨道bc、水平轨道cd、接
收装置PQ构成,其中PQ为半径R=1m的圆弧形接

收装置,圆心刚好位于轨道的边缘点(d点),除bc段

外其余部分均粗糙,图中的虚线Ob、Oc为圆弧bc的

半径.现将一质量m=0.5kg且可视为质点的滑块由

a点无初速度释放,释放瞬间在滑块上施加一垂直ab
向下的恒力F=9N,当滑块刚好越过b点时将恒力

撤去,已知θ=53°,ab段的长度为圆弧bc半径的2倍,
滑块与倾斜轨道间的动摩擦因数μ=0.25,重力加速

度g=10m/s2,sin53°=0.8,cos53°=0.6.
(1)求滑块刚到达c点时,对轨道的压力大小;
(2)如果改变倾斜轨道的长度以及恒力的大

小,使得滑块每次从a点无初速度释放后,均能落在

接收装置PQ 上,则滑块落在接收装置上的最小动

能应为多少?

图7 例4题图

解析:该题第(2)问求解滑块落到接收装置的

最小动能,如图8所示,滑块在d点以v0速度水平抛

出,落点为 H 点,dH 连线与水平方向成α 角,由平

抛知识可知

x=Rcosα=v0t

y=Rsinα=12gt
2

可得 v20=gx2

2y
由动能定理得

Ek=mgy+12mv2
0=mgy+mgx2

4y
即

Ek=4sin
2α+cos2α
4sinα mgR=3sin

2α+1
4sinα mgR

Ek=mgR
4 (3sinα+ 1

sinα)
当 3sinα= 1

sinα

即 sin2α=13

时,得cos2α=23
,此时滑块动能最小为

Ekmin= 3
2mgR

得 Ekmin==532 J

图8 例4解析图
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