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摘 要:导出了有心力场中质点无量纲形式的轨道微分方程,给出了极角与极径之间的积分关系式,求出了

n=2、n= -1和n=3时,在圆形轨道运动质点受到径向速度扰动后的轨道方程,提出了圆形轨道稳定性条件的图

像分析方法.
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  有心力作用下物体的运动是人们关心的一个

重要运动,研究质点在有心力作用下的轨道方程是

理论力学教材的重要内容之一.本文首先导出了有

心力场中质点无量纲形式的轨道微分方程,根据无

量纲形式的轨道微分方程,给出了极角与极径之间

的积分关系式,求出了平方反比引力(n=2)、一次方

正比引力(n=-1)和立方反比引力(n=3)作用下,

在圆形轨道运动质点受到径向速度扰动后的轨道方

程,并由轨道方程得出结论:n=2、n=-1时,圆形

轨道是稳定的;n=3时,圆形轨道是不稳定的.对n
取其他整数和非整数值的情况,文章提出了圆形轨

道稳定性条件的图像分析方法,得出和其他方法一

样的结论.

1 无量纲形式的轨道微分方程

设质量为m的质点,在有心力F(r)作用下做平

面运动,采用平面极坐标系,质点的运动微分方程为

m(r
··
-rθ

·
2)=F(r) (1)

m(rθ
··

+2r
·
θ
·
)=0 (2)

对式(2)积分得

r2θ
·

=h (3)

式(3)中h为常数,研究有心力问题时,常以式(1)、
(3)为基本方程.对于幂次有心引力

F(r)=-mk2r-n

式中k2是常数,上式代入式(1)并由式(1)、式(3)消

去θ
·
可得

r
··
-h2r-3+k2r-n =0 (4)

式(4)是幂次有心力作用下质点径向运动微分方

程.因为
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式(6)代入式(4)得

d2r
dθ2-2r (drdθ)

2

-r+k2
h2r

-n+4=0 (7)

式(7)为幂次有心力作用下质点的轨道微分方程.
考虑到质点受到扰动前做圆形轨道运动,假设质点

圆形轨道半径为r0,由式(4)可知

k2
h2=rn-3

0

代入式(7)可得

d2r
dθ2-2r (drdθ)

2

-r+rn-3
0 r4-n =0

取圆形轨道的半径r0为长度单位,即令r=r0 ,代入

上式,得到无量纲的轨道微分方程为

d2
dθ2 -2 (ddθ)

2

- + 4-n =0 (8)

由推导式(8)的过程可知,做圆形轨道运动的质点,

只要在受扰前后的h值保持不变,式(8)都成立,严

格地讲,质点在空间的位置不能突变,质点只有受径
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向速度扰动时,式(8)才能成立.假设质点做半径为

r0 圆形轨道运动的角速度为θ
·

0,则h=r20θ
·

0,当质点

在半径为r0 圆形轨道受到径向速度r
·
0 的扰动时,由

式(5)可得

(drdθ)0=
r
·

0

θ
·

0

利用r=r0 得

(ddθ)0= r
·
0

r0θ
·

0

扰动速度沿径向向外,则

(ddθ)0 >0
扰动速度指向力心,则

(ddθ)0 <0
2 圆形轨道运动质点受径向速度扰动后的轨道

式(8)为二阶可解类型微分方程

y″+P(y)y′2+Q(y)=0
其解为[3]

x=∫e∫Pdy (-2∫Qe2∫Pdydy+C1)-
1
2
dy+C2

因此式(8)的解可表示成

θ=∫e∫(- )d ·
[-2∫(- + 4-n)e2∫(- )dd +C1]-

1
2
d +C2=

∫12 [-2∫(- -3+ -n)d +C1]-
1
2
d +C2

完成上式中括号中积分得
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(9)
显然,只有完成式(9)中积分,并利用初始条件

确定出常数C1、C2,才能得到θ和 的解析表达式.假

设质点受径向速度的扰动位置P0 在x(x~)轴上,规

定质点由x(x~)轴逆时针转过的角度为θ,则初始条

件为 0=1、θ0=0和(ddθ)0.下面,以此为初始条件,

对式(9)可积的3种情况,写出圆形轨道受径向速度

扰动后的轨道方程.
(1)n=2,质点受平方反比引力F(r)= -mk2r-2

作用.将n=2代入式(9)整理得

θ=-∫ 1
C1+2 -1- -2

d -1+C2

根据积分公式[3]

∫ du
a+bu-cu2

=1
c
arcsin 2cu-b

b2+4ac
+C

积分得

θ=-arcsin
-1-1
1+C1

+C2

解得

= 1
1+ 1+C1sin(C2-θ)

利用初始条件得

C2=0  1+C1 =(ddθ)0
受径向速度扰动后的轨道方程为

= 1

1-(ddθ)0sinθ
(10)

式(10)为圆锥曲线方程.若

1> (ddθ)0 >0
轨道为椭圆,若

(ddθ)0 =1

轨道为抛物线,若

(ddθ)0 >1
轨道为双曲线.图1表示质点在平方反比引力作用下

做圆周运动,受到指向力心的速度扰动,即(ddθ)0 <0
时质点的轨道

(ddθ)0=-0.5

质点沿椭圆逆时针运动,椭圆中心在力心O 的下方

(ddθ)0=-1

质点沿抛物线逆时针通过近心点后向无穷远处运动

(ddθ)0=-1.2

质点沿双曲线逆时针通过近心点后向无穷远处

运动.
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图1 平方反比引力作用下质点做圆形运动(虚线),

受指向力心的速度扰动后的轨道(实线)

(2)n=-1,质点受到一次方正比引力F(r)=
-mk2r作用.将n=-1代入式(9)整理得

θ=-∫ 1
2 -1+C1 -2- -4

d -2+C2

利用初始条件可解得受径向速度扰动后的轨道方

程为

2= 1
C1
2- (C12)

2

-1sin(2θ-2C2)
(11)

式(11)中

C1
2=1+12 (ddθ)

2

0

2C2=-arcsin
(ddθ)0
(ddθ)

2

0
+4

利用x~ = cosθ、y
~
= sinθ,可以把式(11)中θ变量

消除,得到关于变量x~、y
~ 的轨道方程,从而看出式

(11)为极坐标系下的倾斜椭圆方程.如图2所示,

(ddθ)0>0时,轨道为椭圆中心与力心O重合、长轴

在 Ⅰ、Ⅲ 象限的倾斜椭圆.如果(ddθ)0 <0,轨道为

长轴在 Ⅱ、Ⅳ 象限的倾斜椭圆.

图2 一次方正比引力作用下质点做圆形运动(虚线),

受径向向外速度扰动后的轨道(实线)

(3)n=3,质点受立方反比引力F(r)= -mk2r3

作用.将n=3代入式(9)整理得

θ=∫- 1
C1
d -1+C2

利用初始条件可解得受径向速度扰动后的轨道方

程为

= 1

1-(ddθ)0θ
(12)

由式(12)不难看出,当(ddθ)0>0时,随θ的增大 不

断增大;当(ddθ)0<0时,随θ的不断增大 无限接近

于零.

3 圆形轨道稳定性条件

如果受到径向微小扰动之后,质点总是在圆形

轨道附近运动而不会远离,我们就说圆形轨道是稳

定的[2].如果质点受到微小扰动之后,偏离圆形轨道

的程度不断加大,则这种轨道是不稳定的.当质点受

到径向微小速度扰动后,根据第2小节计算结果我

们易知:n=2、n= -1时,质点圆形轨道是稳定

的;n=3时,质点圆形轨道是不稳定的.当n取其他

值时,我 们 可 以 根 据 式 (8)和 初 始 条 件,用

MATLAB软件简单编程画出质点受扰后的轨道,
从而判断圆形轨道稳定性.对n<3的整数和非整

数值,质点圆形轨道都是稳定的;对n≥3的整数

和非整数值,质点圆形轨道都是不稳定的.图3表

示质点受一次方反比引力作用即n=1时的轨道.

图3 一次方反比引力作用下质点的受扰轨道

0=1,(ddθ)0=0.05,0≤θ≤4[ ]π
(下转第29页) 
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DiscussiononApplicationofAngle-ResolvedPhotoemission
SpectroscopyinSolidStatePhysicsTeaching

ZHU Wenliang HUANGPeipei
(CollegeofPhysicsandInformationTechnology,ShaanxiNormalUniversity,Xi′an,Shaanxi 710119)

Abstract:Angle-resolvedphotoelectronspectroscopy(ARPES)isthemostadvancedspectroscopicinstrument
forstudyingtheelectronicbandstructureofmatterandplaysanimportantroleinthefieldofcondensedmatter
physicsand materialscience.Inrecentyears,although moreand moreARPESareintroducedintodomestic
universitiesandscientificresearchinstitutions,theywererarelyappliedtoundergraduateteachingexplorationand
teachingpracticebecauseofitshighpriceandcomplexstructure.Thispaperpresentsthenecessityandfeasibility
ofapplyingARPEStoundergraduatestudentsintheirsolidstatephysics,anddiscussestheteachingdesignand
implementation,includingtheintroductionofthelatestscientificresearchachievementsinphysics,theprincipleof
experimentaltestingoftheelectronicenergybandstructureofmaterials,thegrowthofsinglecrystalsandthe
displayofsinglecrystalsamples,laboratoryvisitandinterestingexperiments,tostimulatetheenthusiasmand
desireoftheundergraduatestolearnphysicsknowledge,encouragestudentstoconstructaclearpictureofphysics,

andimprovetheirunderstandingofsolidstatephysics.
Keywords:solidstatephysicsteaching;angle-resolvedphotoelectronspectroscopy;teaching
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(上接第25页)
  由图3可看出,质点沿圆形轨道运动(虚线)时,受
到沿径向向外的初始微小速度扰动后,质点绕着力心

转了2圈(实线),受扰轨道前后不重合.θ持续增大,受
扰轨道一直在变化.质点总是在圆形轨道附近运动,符
合质点圆形轨道稳定性定义.除去n=2、n= -1外,对
n<3的任意整数和非整数值,画图可观察到受扰轨道

的一个共同特点:后面一圈的受扰轨道和前面一圈的

受扰轨道不重合,受扰轨道一直在变化.

4 总结

本文根据有心力场中质点运动微分方程导出轨

道微分方程,再利用质点受扰前做圆形轨道运动的

条件导出无量纲形式的轨道微分方程式(8).求出了

在n=2、n=-1和n=3时,在圆形轨道运动质点受

到径向速度扰动后的轨道方程,由轨道方程讨论了

圆形轨道运动的稳定性.对小的径向速度扰动,根据

式(8)和初始条件,可以方便地画出质点受扰后的

轨道,直观得出质点受到有心力的幂次n<3,质点

圆形轨道都是稳定的;幂次n≥3,质点的圆形轨道

都是不稳定的.
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TheOrbitofaParticleMovingalongaCircular
OrbitDisturbedbyRadialVelocity

GUZhiqin LIANGPeipei
(InstituteofArtsandScience,JiangsuAviationTechnicalCollege,Zhenjiang,Jiangsu 212134)

Abstract:Theorbitaldifferentialequationaboutakindofnon-dimensionalisderivedforparticleincentral
forcefieldandtheintegralrelationbetweenthepolarangleandthepolardiameterisgiven.whenn=2、n= -1
andn = 3,theorbitequationareobtainedforthe motionparticleoncircularorbitaftertheradialvelocity
disturbance.Animageanalysismethodforthestabilityconditionsofcircularorbitsisproposed.
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