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摘 要:本文给出在平方反比有心力场中3个抛体包络线并给出简洁证明:一是平方反比引力场中,从定点同

速率向同一平面内不同方向抛出物体的椭圆轨迹的包络线也为椭圆;二是平方反比斥力场中,从定点同速率向同一

平面内不同方向抛出物体的双曲线轨迹的包络线也是双曲线;三是平方反比斥力场中,从过力心的同一平面内远处

同方向同速率不同瞄准距离入射物体的双曲轨迹的包络线为抛物线.
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  在几何学里,一个曲线族的包络线是跟该曲线

族的每条线都至少一点相切的一条曲线.在很多物

理问题中,也用到包络线的概念.
比如,在均匀重力场中,空中某一定点以相同速

率向各个方向抛出物体,如果只考虑重力,物体运动

轨迹均为抛物线,所有这些抛物线的包络线也是一

条抛物线,如图1所示.若抛体初速度大小为v0,重

力加速度为g,将抛出点记为坐标原点,水平向右为

x 轴正方向,竖直向上为y 轴正方向,包络线的方

程为

y=- g
2v20

x2+v20
2g

(1)

图1 均匀重力场中抛体轨迹及其包络线

这是大家熟知的结论,证明从略.下面介绍3个

平方反比有心力场中的抛体包络线,并给出简洁的

证明.
包络线1:平方反比引力场中,从定点同速率向

同一平面内不同方向抛出物体的椭圆轨迹的包络线

也为椭圆.

以地球(质量记为M、半径为R,万有引力常量

为G)的引力场为例,在离地球表面h高度处的同一

点以相同的速率u 向各个方向抛出大量小物体,只

要初始速率u不太大,这些小物体都绕地球做椭圆

运动,这些椭圆轨迹的包络线也是椭圆,如图2
所示.

图2 平方反比引力场中椭圆的包络线

证明:

易知,所有小物体具有相同的机械能,于是它们

的轨迹具有相同的半长轴a,由椭圆轨迹的能量

公式

1
2mu2-GMm

R+h=-GMm
2a

(2)

得 a= GM R+( )h
2GM -u2 R+( )h

(3)

小物体轨迹为椭圆要求初始速率u的范围为

u< 2GM
R+h

(4)
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显然,地心O 为所有轨迹的一个公共焦点F1,

若将抛出点记为A,由于抛出点是椭圆轨迹上的一

点,它到两焦点的距离之和为2a,所以另一个焦点

F2 与A 的距离r为

r=2a-(R+h) (5)

所有可能的F2 点在纸平面内构成一个圆,如图

3中虚线圆所示.对于圆周上任意一个F2 点对应的

轨迹如图3中实线椭圆.在轨迹上的任何一点P,到

A 点和到O(F1)点的距离之和有

PA+PF1 ≤AF2+PF2+PF1=r+2a (6)

图3 轨迹分析图

式中第一个小于等于是因为三角形的一边小于

另两边之和,当3段线段共线时取等于;第二个等于

再次利用了椭圆上的点到两焦点距离之和为2a.当

P点在AF2延长线上时取等于.上式表明,任意一个

轨迹上任意一点到两个定点(A、O)的距离之和小

于等于一个定值,也就是说所有轨迹上的所有点都

在一个椭圆范围之内,这个边界椭圆就是所有轨迹

的包络线,A点和O 点就是这个椭圆的焦点.对于任

一特定的轨迹,AF2 连线上的P 就是刚好处于包络

上的点.于是可以写出这个包络线椭圆的半长轴

a0、半焦距c0 以及半短轴b0 为

a0=r+2a
2

(7)

c0=R+h
2

(8)

b0= a20-c20 (9)

若以地心O 为坐标原点,OA 方向为y 轴正方

向,垂直于 OA 向右为x 轴正方向,则包络线的方

程为

x2

b20 + y-c( )0
2

a20 =1 (10)

包络线2:平方反比斥力场中,从定点同速率向

同一平面内不同方向抛出物体的双曲线轨迹的包络

线也为双曲线.
以固定点电荷(电荷量记为 +Q)的静电场为

例,在离点电荷距离为d的同一点以相同的速率u
向同一平面内各个方向发射质量为m、电荷量为+q
的粒子,这些带电粒子的轨迹均为双曲线,这些双曲

线的包络线也是双曲线,如图4所示.

图4 平方反比斥力场中双曲线的包络线

证明:

易知,所有带电粒子具有相同的能量,于是它们

的轨迹具有相同的半实轴a,由双曲线轨迹的能量

公式

1
2mu2+kQq

2d =kQq
2a

(11)

得

a= kQqd
mu2d+kQq

(12)

显然,固定点电荷所在处为所有轨迹的一个公

共焦点F1.如图5所示.

图5 平方反比斥力场中双曲线的包络线

将抛出点记为A,选择其中任意一根双曲线轨

迹,过F1 作轨迹的对称轴即为双曲线的实轴,实轴

上存在另一个焦点F2,双曲线上的点到两焦点的距

离之差为定值2a,则A 点和F2 之间的距离也为定
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值.即

AF2=AF1-2a=d-2a (13)

所有可能的F2 点在纸平面内构成一个圆,如图

5中虚线圆所示.在轨迹上的任何一点P,到F1点和

到A 点的距离之差有

PF1-PA ≥PF1- PF2+AF( )2 =
2a- d-2( )a =4a-d (14)

式中第一个大于等于是因为三角形的一边小于

另两边之和,当3段线段共线时取等于;第二个等于

再次利用了双曲线上的点到两焦点距离之差为2a.
当P 点在AF2 延长线上时取等于.上式表明,任意

一个轨迹上任意一点到两个定点(A、F1)的距离之

差大于等于一个定值,也就是说所有轨迹上的所有

点都在一个双曲线的一支范围之内,这个边界双曲

线就是所有轨迹的包络线,A 点和F1 点就是这个双

曲线的焦点.对于任一特定的轨迹,AF2 连线上的P
就是刚好处于包络上的点.于是可以写出这个包络

线双曲线的半实轴a0、半焦距c0 以及半虚轴b0 为

a0=4a-d
2

(15)

c0=d
2

(16)

b0= c20-a20 (17)

若以地心F1为坐标原点,F1A方向为x 轴正方

向,垂直于F1A 向上为y 轴正方向,则包络线的方

程为

x-c( )0
2

a20 -y2
b20 =1x>( )0 (18)

包络线3:平方反比斥力场中,从过力心的同一

平面内远处同方向同速率不同瞄准距离入射物体的

双曲线轨迹的包络线为抛物线.
以固定点电荷(电荷量记为 +Q)的静电场为

例,如图6所示.

图6 平方反比斥力场中双曲线的包络线

在过点电荷的平面内从远处以相同的向右的速

率u入射质量为m、电荷量为 +q的粒子,它们具有

不同的瞄准距离b.这些带电粒子的轨迹均为双曲

线,这些双曲线的包络线为抛物线.
证明:

易知,所有带电粒子具有相同的能量,于是它们

的轨迹具有相同的半实轴a,由双曲线轨迹的能量

公式

1
2mu2=kQq

2a
(19)

得

a=kQq
mu2 (20)

显然,固定点电荷所在处为所有轨迹的一个公

共焦点F1.如图7所示,选择其中任意一根双曲线轨

迹,过F1 作轨迹的对称轴即为双曲线的实轴,两条

渐近线与实轴的交点即为中心O1(图中未标出),F1

在实轴上关于O1 对称的点即为双曲线轨迹的另一

个焦点F2,在与F2 距离2a且靠近入射方向作一条

垂直于初速度的直线l.双曲线上任意一点P到焦点

F1 和直线l的距离PB 长度之差有

PF1-PB ≥PF1- PF2+F2( )A (21)

图7 轨迹分析图

式(21)右边

PF1- PF2+F2( )A =

PF1-PF2-F2A=2a-2a=0 (22)

于是

PF1-PB ≥0 (23)

即该双曲线轨迹上任一点到一定点的距离和到一定

直线的距离大于等于零,当P 点在AF2 延长线时取
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等于.如果把轨迹的偏转角记为θ,由双曲线的基本

性质有

sinθ
2=a

c
(24)

容易发现F1 和F2 连线与y轴的夹角也为θ
2
,

于是直线l到F1 的距离为

F1C=2a+F1F2sinθ
2=

2a+2c·a
c =4a (25)

式(25)为一与b无关的定值,即对所有的轨迹来说,

直线l均为同一直线.于是式(23)表明所有轨迹上

的所有点到定点F1的距离大于等于到定直线l的距

离.由几何性质可知,到定点和定直线距离相等的点

的轨迹组成一条抛物线,这个定点就是抛物线的焦

点,这条定直线就是抛物线的准线.将焦点到准线的

距离F1C记为p,在图7的坐标系中这条抛物线的方

程为

y2=2px+pæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =8ax+2( )a (26)

这就是所有这些双曲线轨迹的包络线方程,其

中a由式(20)确定.
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又是物理教学的基础,在物理教学的整个过程中具

有十分重要的作用,所以核心素养下的物理实验教

学要求学生亲身经历科学的探究过程,学会在实验

探究中总结提炼物理概念,培养科学推理能力,从而

实现在教学过程中培养学生的核心素养,达到质的

提高.
综上所述,物理实验属于一种能力考查题,在物

理学习过程中通过典型实验、典型试题的分析领悟

实验设计的思路和方法,明确实验目的,理解实验原

理和实验方案.学生需要正确的理论分析,将理论和

实验相结合分析实验原理和过程,物理实验教学中

可通过创设问题情境,让学生思考应怎样设计实验,

为什么这样设计,能否换一种方法.在此基础上,通

过不同的实验方案,深刻理解实验原理,培养学生实

验设计能力,提升学生的物理学科素养.
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AnalysisonHebeiPhysicsExperimentQuestions
in2022CollegeEntranceExamination

WANGXinying
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Abstract:Experimentalteachingplaysanimportantroleinmiddleschoolphysicsteaching.Thispapertakes

Hebeiphysicsexperimenttestquestionsinthe2022collegeentranceexaminationasanexampletoanalyzethe

physicssubjectknowledgeexaminedbytheexperimentalquestionsinthecollegeentranceexamination,thekey

abilitiesstudentsneedtohave,andtheguidingsignificancetophysicsexperimentteaching.
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