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摘 要:牛顿环实验数据分析是大学物理实验中的重要问题,两种主要数据处理方法获得的牛顿环实验曲率半

径通常存在着一定差异,且其测量误差不一定服从正态分布. 为了准确估计曲率半径,需要更细致地对数据测量误

差进行统计建模分析. 频率学派不确定误差参数统计模型使用 Gamma 分布分析系统误差,具有对异常值不敏感的

特性. 基于牛顿环实际测量数据集,应用不确定误差参数统计模型可以得到更准确的牛顿环实验曲率半径估计值.
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1摇 引言

在大学物理实验中,最普遍的等厚干涉实验是

牛顿环实验. 最早的牛顿环实验是 1675 年牛顿在制

作天文望远镜时,偶然发现将一个望远镜的物镜放

在平板玻璃上,就可以实现光学中常见的定域等厚

干涉现象. 牛顿环在大学物理实验数据误差处理教

学中起着重要作用,更精确的牛顿环估计方法将提

高学 生 对 等 厚 干 涉 和 误 差 统 计 分 析 领 域 的

理解[1 2] .
牛顿环实验基本方法是通过读数显微镜对牛顿

环的干涉条纹进行测量,进而计算出平凸镜的曲率

半径. 为了提高曲率半径的测量精度,人们从各方面

进行了详细研究. 计算机软件在误差统计分析数值

处理中起到了决定性作用[3] . 在压力的作用下,平
凸镜在接触面附近发生了不可避免的弹性形变,使
得暗斑“吞噬冶了若干条明暗圆环,因此,实验只能

精确测出暗环的直径,却很难确定暗纹的误差不确

定度. 所以,既然误差不可避免,我们将注意力转移

到如何构建更准确的统计模型,并进一步得到测量

数据的最佳估计值,从而提高计算曲率半径的精度.
同时,建立牛顿环测量数据不确定误差参数统计模

型对于牛顿环在测量薄膜、玻璃弹性模量、液体折射

率等方面应用也具有重要意义.
在过去几十年,高等院校大学物理实验主要使

用两种不同的实验方法分析牛顿环实验数据:逐差

法和最小二乘法. 逐差法一般采用的方法是把测量

的偶数个数据对半分成前后两组,后一组的数据与

前一组的对应数据逐差再取平均. 最小二乘法是统

计学中最常见的回归分析方法. 最近十几年,众多物

理实验对测量不确定度分析要求越来越高,这对大

学物理实验教学研究起到了极大促进作用. 然而,不
同方法测定的牛顿环平凸透镜的曲率半径有一定的

差异,这是多年以来存在于实验教学领域尚需讨论

的疑难问题[4 5] . 如果实验数据存在特殊的离群点,
那就需要选择更稳健的误差统计分析方法.

不同大学物理实验方法测量结果之间的偏差是

长期困扰广大师生的难题. 为此不同学派的理论学

家提出了多种不确定度统计模型解释. 对于稳健性

统计模型,我们已经基于实验数据集,将 MFV 统计

方法(most frequent value),应用到观测数据最佳估

计值问题[6 7] . 在我们之前的工作显示,误差分布完

全可能是非高斯的,且测量数据之间可能存在无法

精确衡量的相关性.
加权平均方法也是一种常见误差处理统计方

法. 应用加权平均方法要满足一些假设,包括数据在

统计意义下独立分布和随机误差满足高斯分布. 然
而实验测量的误差分布可能是非高斯的,采用加权

平均方法不一定能够得到合理的中心估计和不确定

度置信区间. 中位数方法具有对异常值不敏感特性,已
经有很多应用中位数统计处理实验数据集的工作[8] .

摇 摇 *河北省自然科学基金项目,项目编号: A2017403025, A2021403002.
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摇 摇 在非高斯分布情况下,传统方法的应用受到了

巨大限制. 为详细分析测量过程中的统计误差和系

统误差,许多研究人员选取误差参数模型分析物理

测量数据. 文献[9]在 2020 年应用贝叶斯分层模

型,计算出实验数据的拟合值. 文献[10]应用频率

学派方法构造了一种具有优良稳健性的模型,该模

型对数据误差的建模分析较为全面.
本文将详细分析 Cowan 的统计方法,以及频率

学派不确定误差参数统计模型的构造和计算过程.
基于河北地质大学物理实验协会学生测量的牛顿环

6 ~ 15 级实验数据结果,如表 1 所示,重新构建其不

确定误差参数统计模型,以减小异常值的影响. 最后

给出数值计算拟合结果.
表 1摇 牛顿环实验曲率半径数据结果

逐差法 / mm 绝对误差 / mm 最小二乘法 / mm 绝对误差 / mm

1 971. 138 2 28. 861 8 1 996. 670 4 3. 329 6

1 991. 321 7 8. 678 3 1 991. 146 7 8. 853 3

1 975. 750 6 24. 249 4 1 992. 327 8 7. 672 2

1 977. 053 7 22. 946 3 1 864. 384 6 135. 615 4

1 900. 123 3 99. 876 7 1 993. 893 0 6. 107 0

1 997. 248 3 2. 751 7 2 006. 285 0 6. 285 0

1 969. 355 3 30. 644 7 1 730. 218 4 269. 781 6

1 975. 469 5 24. 530 5 1 766. 065 5 233. 934 5

2 049. 005 3 49. 005 3 2 048. 837 0 48. 837 0

2 036. 659 4 36. 659 4 2 040. 307 3 40. 307 3

2 101. 691 2 101. 691 2 2 068. 147 2 68. 147 2

2 032. 364 4 32. 364 4 2 034. 215 0 34. 215 0

2 123. 028 5 123. 028 5 2 063. 713 4 63. 713 4

2 026. 604 3 26. 604 3 2 026. 506 7 26. 506 7

2 064. 540 9 64. 540 9 2 005. 847 5 5. 847 5

2 055. 135 8 55. 135 8 2 056. 843 8 56. 843 8

2 014. 165 8 14. 165 8 2 011. 610 4 11. 610 4

2 020. 092 8 20. 092 8 2 014. 457 1 14. 457 1

2 018. 798 2 18. 798 2 2 017. 623 2 17. 623 2

2 072. 448 4 72. 448 4 2 051. 573 7 51. 573 7

2 099. 545 1 99. 545 1 2 077. 714 0 77. 714 0

2 007. 704 4 7. 704 4 2 063. 713 4 63. 713 4

2 082. 995 3 82. 995 3 2 103. 139 7 103. 139 7

续表 1

逐差法 / mm 绝对误差 / mm 最小二乘法 / mm 绝对误差 / mm

1 532. 490 3 467. 509 7 1 660. 447 2 339. 552 8

2 143. 191 5 143. 191 5 2 144. 970 9 144. 970 9

2 227. 108 0 227. 108 0 2 240. 111 8 240. 111 8

2 235. 608 9 235. 608 9 2 228. 721 8 228. 721 8

2 201. 391 2 201. 391 2 2 198. 858 9 198. 858 9

2 070. 806 7 70. 806 7 2 067. 836 7 67. 836 7

2 040. 899 3 40. 899 3 2 043. 585 3 43. 585 3

1 993. 884 7 6. 115 3 1 994. 903 1 5. 096 9

2 007. 853 3 7. 853 3 2 135. 552 7 135. 552 7

2 112. 632 9 112. 632 9 2 109. 107 2 109. 107 2

1 924. 260 2 75. 739 8 1 927. 024 3 72. 975 7

1 998. 372 3 1. 627 7 1 994. 598 8 5. 401 2

2 021. 451 1 21. 451 1 2 016. 429 2 16. 429 2

1 959. 814 3 40. 185 7 1 989. 371 0 10. 629 0

1 982. 005 1 17. 994 9 2 156. 533 7 156. 533 7

2 112. 238 4 112. 238 4 2 117. 156 7 117. 156 7

2 113. 076 9 113. 076 9 2 115. 896 3 115. 896 3

2 091. 854 6 91. 854 6 2 091. 690 5 91. 690 5

1 974. 692 2 25. 307 8 1 982. 398 1 17. 601 9

1 982. 839 9 17. 160 1 1 983. 673 8 16. 326 2

2 028. 310 1 28. 310 1 2 028. 063 5 28. 063 5

1 979. 237 4 20. 762 6 1 982. 331 9 17. 668 1

1 967. 841 8 32. 158 2 1 966. 990 2 33. 009 8

2 011. 846 1 11. 846 1 1 990. 038 4 9. 961 6

2 001. 685 6 1. 685 6 2 003. 204 1 3. 204 1

2 033. 464 3 33. 464 3 2 022. 025 1 22. 025 1

1 994. 834 2 5. 165 8 1 995. 106 3 4. 893 7

1 930. 604 5 69. 395 5 1 949. 343 4 50. 656 6

1 989. 971 7 10. 028 3 1 993. 454 8 6. 545 2

1 991. 031 6 8. 968 4 1 997. 028 3 2. 971 7

2摇 频率学派统计方法

2. 1摇 参数估计和置信区间

频率学派参数估计常用方法为极大似然估计和

最小二乘法. 这两种方法的应用均需满足一定的假

设,特别是在应用极大似然估计时,需要预先假设数
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据的分布. 通过引入额外的冗余参数,可以降低可能

出现的错误先验信息影响,从而提升模型的稳健性,
但这可能会使得模型的计算更为复杂.

基于频率学派对概率的定义,频率学派置信区

间边界由测量数据的函数给出. 其定义为:覆盖概率

指一个集合中包含参数真实值的概率. 构造置信区

间使覆盖概率大于给定的置信度. 观测值 Y 的概率

密度函数为 p(y | 兹),其中 兹是未知参数. 对参数 兹和
置信度 1 - 琢,有 y1(兹,琢) 与 y2(兹,琢),满足

P(y1 < y < y2 | 兹) = 乙y2
y1
p(y | 兹)dy 逸1 - 琢(1)

通常 y1(兹,琢) 与 y2(兹,琢) 是单射,因此在给定的置

信度下,可以求出反函数 兹1(y) 和 兹2(y) . 假设 y0 与

兹0 分别为物理量真值和参数真值. 则 兹0 落在[兹1,兹2]
当且仅当 y0 落在[y1(兹0),y2(兹0)],对于所有的 兹0

值均成立. 因此

1 - 琢 = P[y1(兹) < y < y2(兹)] =
P[兹2(y) < 兹 < 兹1(y)] (2)

这就是置信区间的 Neyman 构造方法. 置信区间构

造方法并不唯一,常见选取置信区间方法为:选取中

心对称区间、单侧区间,或构造似然比统计量进行检

验求解. 另外,若观测值服从离散分布,置信区间的

覆盖概率可能大于 1 - 琢.
2. 2摇 似然比统计量的构造和应用

频率学派置信区间的构造方法与假设参数真值

为 兹0,并对其进行假设检验是等价的. 常用的一种检

验为似然比统计量检验,似然比 姿 定义为

姿(兹) = p(y;兹)
p(y; 兹

夷
)

(3)

其中 兹
夷
是参数取值范围中令 f(y;兹) 最大的 兹 值. 观

测值 y 与似然函数 f(y;兹) 确定时,姿(兹) 是 兹 的函

数,且0臆姿臆1. 假定姿有分布 g(姿),则 兹的置信区

间边界 兹琢 满足

琢 = 乙姿(兹琢)
0

g(姿)d姿 (4)

置信区间的数值计算有时会很困难,可以通过

蒙特卡罗(MC) 方法求解. 如果模型中使用似然函

数较为复杂,那么运算过程中将包含较多难算的最

优化问题.
2. 3摇 不确定误差参数统计模型

对于构造似然比时引入冗余参数,Cowan 提出

一种应用轮廓似然比(profile likelihood ratio) 统计

量的不确定误差参数统计模型. 此模型对数据误差

应用 Gamma 分布进行建模,通过调整超参数 r,得到

具有优良稳健性的拟合结果. 轮廓似然比定义为

姿(兹) =
(L 滋, 兹 )

夷夷

(L 滋
夷
, 兹 )

夷 (5)

其中 滋,兹 代表待求参数和冗余参数. L(滋,兹) 为似然

函数, 滋
夷
、 兹

夷
代表使得 L(滋,兹) 达到全局最大时的滋、兹

取值, 兹
夷夷
代表确定 滋 值,使得 L(滋,兹) 达到最大值时

的 兹 取值.
Wilks 定理证明了在大样本、数据独立分布的

条件下, - 2ln 姿服从自由度为N M的卡方分布,其

中 N 为数据量,M 为模型中参数个数. 只要确定 兹
夷
,

- 2ln 姿作为 滋的函数从最小值增加 n2(n为自由度)
时对应的 滋 值即为其 68. 3% 置信区间的边界. 在求

出似然函数后,可计算似然比统计量,从而应用上述

定理求出目标物理量的拟合值和置信区间.
图 1 展示了正态分布样本的轮廓似然直方图与

字2 分布的对比. 红色直线代表标准的 字2 分布PDF,样
本轮廓似然比的 MC 模拟结果在归一化后显示为蓝

色直方图. 在满足一定假设的前提下, - 2ln 姿 服从

字2 分布. 然而若某些假设条件不成立,比如参数间有

着相关性的条件下, - 2ln 姿 则并不总是服从 字2

分布.

图 1摇 特定参数下 - 2ln 姿 的分布

对于牛顿环实验数据统计分析问题,可以选取

高斯分布的似然函数,而对误差应用 Gamma 分布模

型进行刻画. 通过超参数控制误差波动,可以在实验

数据集上得到较好的拟合效果. 高斯分布通常被认
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为是在许多未知影响因素相互叠加时的近似分布,
这里为 p(y | 滋,兹) 选取高斯分布的似然函数是合理

的. 可以构造如下似然函数

L(滋,兹,滓2
u) = p(y | 滋,兹)·

仪
N

i = 1

1
2仔滓ui

e
(ui-兹i)

2

2滓2ui

茁琢i
i

祝(琢i)
vai-1i e -茁ivi (6)

这代表假设观测数据 y 服从一个高斯分布,其参数

为 滋,兹. 兹 的估计值为 u,假设其服从高斯分布,即

ui (~ N u,滓2
u )i

(7)

在满足一定条件的前提下,参数滓2
ui 的估计值 vi 是一

组从 Gamma 分布随机抽取的控制变量,琢,茁 为其参

数. Gamma 分布的概率密度函数为

p(v;琢;茁) = 茁 琢

祝(琢)v
琢-1e茁v 摇 v 逸0 (8)

Gamma 分布均值和方差满足 E[v] = 琢
茁 ,V[v] = 琢

茁2 .

在模型中,待求参数为 滋,其余参数为对数据误差进

行统计建模的冗余参数. 定义

ri =
1
2

滓vi

E[vi]
= 1

2
滓vi

滓2
ui

(9)

则在模型中,可以将 r 与 琢,茁,滓2
ui 联系起来,只用参

数 r 来控制 Gamma 分布的形式,即

琢i =
1
4r2i

(10)

茁i =
1

4r2i 滓2
ui

(11)

调整超参数 r 的值,可以控制模型对于异常值的敏

感性.
在对模型参数进行化简后,对数似然函数为

- 2ln L = 移 (yi - 滋 - 兹i) 2

滓2
yi

+

(移 1 + 1
2r )2

1
ln 1 + 2r2i

(ui - 兹2
1)

v
é
ë
êê

ù
û
úú

i

(12)

可以通过求解最优化问题:min
滋,兹 - 2ln L 得到所有参

数值,即 滋夷, 兹
夷
. 对在合理区间内每个固定的 滋 值求

解 兹
夷夷
,计算出对应的轮廓似然比统计量 姿(兹) . 轮廓

对数似然比可以表示成 滋 的函数,其服从卡方分布.
- 2ln L 从最大值减少一个固定值时对应 滋 值区间

边界通常称为MINOS置信区间. 参数 r值较小时,两
者吻合较好;随着参数值扩大, - 2ln 姿 的分布与标

准 字2 分布吻合不佳,且模型的不确定度进一步扩

大,这意味着过大的 r 值可能使得模型失效. MINOS
置信区间的计算过程需要求解大量有约束的最优化

问题,对参数 滋 的每个不同取值,均需要最优化冗余

参数使得负对数似然最小. 我们使用Python中 Scipy
包求解,这样可在较短时间内得到精度符合预期的

结果.
图 2 展示了误差模型在一组测试数据上的拟合

效果. 牛顿环测试数据理论值为 y
夷
= 2 000,而本文

中数据具有标准差 滓 = 100. 因此,为测试数据选取

统计误差滓yi = 100和系统误差滓ui = 100. 右图2右侧

加入 一 个 数 据 中 的 异 常 值, 其 均 值 为 y
夷

=
1 532. 490 3. 不同参数设置下的拟合值及置信区间

显示为水平直线和阴影,在 r 值非常小的情况下,模
型表现出的稳健性不佳. 选取合适的 r 值,可以使拟

合结果更加接近数据的真实分布. 总体来看,在适当

的参数设置下,此模型在测试数据上表现优秀,且对

异常值的敏感性较低.

图 2摇 模型在一组实验数据上的拟合结果

3摇 模型计算结果

计算所得的牛顿环测量数据估计值及其置信区

间如图3所示. 图中曲线代表负对数似然作为参数 滋
的函数,根据 Wilks 定理,使得 - 2ln 姿 从最小值增

大 1 时的 滋 值即为其 68. 3% 置信区间的边界,在图

中以竖直虚线显示. 不同的子图显示了不同参数设

置下的拟合结果. 计算得到,选取 r = 0. 2 时,牛顿环

测量数据估计值为R = 1 998. 79,对应的置信区间边
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界为[1 990. 34,2 007. 32] . 当 r = 0. 4 时的置信区间

总长略大于 r = 0. 2 时的结果,这与之前的模型分析

吻合.

图 3摇 模型计算结果

此外,模型对采用逐差法的数据拟合结果为

R =1 998. 25 - 9. 71 / + 9. 47,对最小二乘法的数据

结果为 R = 1 998. 97 - 7. 47 / + 7. 90. 在计算过程

中,当 r = 0. 6时, - 2ln 姿的函数曲线有更多的起伏,

这表示当 r 过大,模型的预测效果可信度较低. 因

此,我们选取参数值 r = 0. 2 作为最优参数值.

图 4 对比了牛顿环实验测量数据和不同统计模

型计算结果,图中阴影部分为不确定误差参数模型

计算所得的置信区间. 在垂直虚线左侧为随牛顿环

实验变化的测量数据列,右侧为模型拟合结果,包括

加权均值、中位数以及本文得到的结果. 图 4 下方子

图展示了以误差统计模型为基准进行归一化之后的

结果.

此误差统计模型的重要特性之一是,随着参数

值的增加,拟合数据的值对显著偏离中心值的游离

点(异常值) 变得不那么敏感. 图 4 中体现出了这种

特性,结合在实验数据上的拟合效果,最终我们选取

参数值 r = 0. 2. 此时的不确定误差参数统计模型相

比起中位数结果更接近于数据整体的加权均值,且

对数据有着较好的覆盖率.

图 4摇 原始数据分布及模型预测结果对比

(下方子图为归一化后的相对误差分布)

4摇 结论

总而言之,物理实验的一个主要目标是对一些

关键物理量进行精确测量. 牛顿环实验数据不同方

法间长期存在的偏差是基础光学和大学物理实验数

据处理的疑难问题之一. 对牛顿环测量误差进行稳

健统计建模分析是获取可信估计值及置信区间的关

键. 本文应用Cowan不确定误差参数统计模型,对牛

顿环实验数据使用 Gamma 分布对误差建模,得到曲

率半径估计值为 R = 1 998. 79 - 8. 45 / + 8. 53,计算

结果显示出良好的稳健性,并且对异常值的干扰不

敏感.
George E. P. Box 指出: “所有模型都是错误

的,但有些模型是有用的冶. 每个计算统计模型的一

些潜在假设并不一定都严格成立. Gamma 误差模型

在一定程度上可以克服传统方法不实假设的问题,
这也启发我们在类似情况下应用不确定误差参数模

型,并进一步研究其他大学物理实验测量数据的不

确定度问题.
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学实验中应尊重实验数据,实事求是,绝不能为使数

据迎合主观预期而篡改数据,弄虚作假,培养在尊重

实验结果的基础上,根据实验数据分析、反思和改进

实验方案的能力.

3摇 结束语

在学习物理规律的过程中,学生往往只被动地

接受知识,而无法感悟到科学家在发现规律的过程

中,所经历的艰辛和富有创造性的研究智慧,无法体

会到物理学的规律之美. 本文利用传感器设计探究

性实验,希望学生在学习知识的同时,感悟到科学探

究的艰辛,以及物理规律的来之不易,从而提高学生

的物理学科核心素养,以期能为探究物理规律的实

验设计提供一定的新思路.
传感器能采集各种物理数据,具有便携、实时、

准确、综合、直观、定量等突出的特点[4] . 在实验教

学中,可利用传感器进行定量测量,获取原始数据.

通过关注量的变化,使学生掌握分析数据的方法,发
现数据背后的物理原理,深化学生对物理规律的理

解. 在整个探究过程中,要发挥好教师的主导地位,
确保学生的主体地位,让每个学生都能在潜移默化

中接受到科技创新的教育,在亲身经历中提高分析

问题的能力,让学生真切地感受到物理,享受物理学

习的乐趣.
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Statistical Analysis on Uncertain Error Parameters of
Newton Ring Measurement Data

ZHANG Sen摇 ZHANG Jiang摇 CAO Nanbin
(School of Mathematics and Science, Hebei GEO University, Shijiazhuang, Hebei摇 050031)

Abstract:The data analysis of Newton忆s ring experiment is an important issue in university physics. Using different
statistical methods,the measurements to radius of Newton忆s ring have been obtained, which are inconsistent. Furthermore,
the measurement errors may not follow the Gauss distribution. In order to estimate the real radius of Newton忆s ring, more
detailed modeling and analysis of data errors areconsidered. The frequentist model applied a Gamma distribution to analyze
systematic errors, with the advantage ofnonsensitive to outliers. Based on the measurement datasets of Newton忆s rings, we
can obtain more accurate estimate to the radius of Newton忆s ring by applying the uncertainty error parameters statistical
model.

Key words:Newton忆s rings; error analysis;central estimation;confidence intervals
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