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摘 要:连续分布电荷体系可分割为无穷多个电荷元,系统研究了电荷元的自能问题.利用均匀带电球体和均

匀带电圆面的自能公式和夹逼定理,分两步严格证明了连续分布电荷体系电荷元的自能之和为零.第一步,证明自

由电荷体系电荷元的自能之和为零;第二步,证明一般电荷体系电荷元的自能之和为零.因此,连续分布电荷体系的

电场能就等于电荷元之间的相互作用能.
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  电荷体系的能量是一个被广泛讨论的问题.当

一个电荷体系由若干部分组成时,电荷体系的电场

能等于各部分的自能与各部分之间的相互作用能之

和.一个连续分布电荷体系,例如连续带电体、连续

带电曲面等,可分割为无穷多个电荷元,电荷体系的

电场能等于电荷元的自能与电荷元之间的相互作用

能之和[14].文献一般认为,由于电荷元的电荷量趋

于零,故电荷元的自能趋于零,所有电荷元的自能之

和也趋于零,因此,电荷体系的电场能就等于电荷元

之间的相互作用能[510].
上述推理虽然结论正确,但是不够严谨,原因在

于虽然电荷元的自能趋于零,但是电荷元的数目趋

于无穷大,因此,所有电荷元的自能之和也趋于零需

要从数学上严格证明.文献[11 12]以自由体电荷

为例对该问题做了一些研究,但是没有涉及面电荷

和极化电荷的情形.
本文系统研究连续分布电荷体系电荷元的自能

问题,利用均匀带电球体和均匀带电圆面的自能公

式和夹逼定理,分两步严格证明连续分布电荷体系

电荷元的自能之和为零:第一步,证明自由电荷体系

电荷元的自能之和为零;第二步,证明一般电荷体系

电荷元的自能之和为零.

1 自由电荷体系电荷元的自能

1.1 自由体电荷的电荷元的自能

考察任意一个自由体电荷,相对介电常数为1,

体电荷密度为ρf,体积为V.将自由体电荷分割为

N1(N1 → ¥)个正方体电荷元,边长为a1(a1→0).
自由体电荷的电场能为[13]

∫E·D
2 dV=∫ε0E2

2 dV=

∫ε0
2 ∑i Ei

2
dV=

∑
i∫

ε0E2
i

2 dV+∑
i≠j∫

ε0Ei·Ej

2 dV (1)

式中,Ei 和Ej 分别表示第i个和第j个正方体电荷

元在空间产生的电场强度.
第i个正方体电荷元的自能为

W 正方体,i=∫ε0E2
i

2 dV
(2)

所有正方体电荷元的自能之和为

∑
i
W 正方体,i=∑

i∫
ε0E2

i

2 dV
(3)

正方体电荷元的自能不便直接计算,转而计算正方

体电荷元的内切球(半径为a1
2)和外接球(半径为
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3a1
2 )的自能,如图1所示.内切球和外接球可以看

作均匀带电球体,其自能为[1]

W 球体 = 3Q2
f

20πε0R=
4πρ2fR5

15ε0
(4)

式中,Qf、R、ρf分别表示均匀带电球体的电荷量、半

径、体电荷密度.

图1 正方体电荷元的内切球和外接球

为了方便起见,将正方体电荷元减去内切球剩

下的部分,或外接球减去正方体电荷元剩下的部分

叫做“边角料”.对于图1(a),正方体电荷元的自能

等于内切球的自能、“边角料”的自能、内切球与“边

角料”的相互作用能之和,由于内切球和“边角料”

带同种电荷,相互作用能大于零,故正方体电荷元的

自能大于内切球的自能.同理,对于图1(b),正方体

电荷元的自能小于外接球的自能.因此

W 内切球,i<W 正方体,i<W 外接球,i (5)

∑
i
W 内切球,i<∑

i
W 正方体,i<∑

i
W 外接球,i (6)

根据式 (4),内切球和外接球的自能分别为

W 内切球,i=
4πρ2f,i(a12)

5

15ε0 =πρ
2
f,i

120ε0
a51 (7)

W 外接球,i=
4πρ2f,i(3a12 )

5

15ε0 =33πρ
2
f,i

40ε0
a51 (8)

式中,ρf,i 表示第i个正方体电荷元的体电荷密度.

当a1→0时,W 内切球,i→0,W 外接球,i→0,根据夹

逼定理

W 正方体,i→0 (9)

即正方体电荷元的自能为零.

下面证明所有正方体电荷元的自能之和也

为零.

∑
i
W 内切球,i=∑

i

πρ2f,i
120ε0

a51 ≥

∑
i

π ρf 2
min

120ε0
a51=N1

π ρf 2
min

120ε0
a51=

V
a3
1

π ρf 2
min

120ε0
a51=π ρf 2

minV
120ε0

a21 (10)

∑
i
W 外接球,i=∑

i

33πρ2f,i
40ε0

a51 ≤

∑
i

33π ρf 2
max

40ε0
a51=

N1
33π ρf 2

max

40ε0
a51=

V
a3
1

33π ρf 2
max

40ε0
a51=

33π ρf 2
maxV

40ε0
a21 (11)

式中,ρf min和 ρf max分别表示体电荷密度绝对值

的最小值和最大值.由式(6)、式(10)、式(11)得

π ρf 2
maxV

120ε0
a21 ≤∑

i
W 正方体,i≤

33π ρf 2
maxV

40ε0
a21 (12)

当a1 →0时,有

π ρf 2
maxV

120ε0
a21 →0

33π ρf 2
maxV

40ε0
a21 →0

根据夹逼定理

∑
i
W 正方体,i→0 (13)

即所有正方体电荷元的自能之和也为零.

1.2 自由面电荷电荷元的自能

考察任意一个自由面电荷,相对介电常数为1,

面电荷密度为σf,面积为S.将自由面电荷分割为N2

(N2→∞)个等边三角形电荷元,边长为a2(a2→0).

自由面电荷的电场能为[13]

∫E·D
2 dV=∫ε0E2

2 dV=

∫ε0
2 ∑i Ei

2
dV=

∑
i∫

ε0E2
i

2 dV+∑
i≠j∫

ε0Ei·Ej

2 dV (14)
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式中,Ei 和Ej 分别表示第i个和第j个等边三角形

电荷元在空间产生的电场强度.
第i个等边三角形电荷元的自能为

W 等边三角形,i=∫ε0E2
i

2 dV
(15)

所有等边三角形电荷元的自能之和为

∑
i
W 等边三角形,i=∑

i∫
ε0E2

i

2 dV
(16)

等边三角形电荷元的自能不便直接计算,转而计算

等边三角形电荷元的内切圆(半径为 3a2
6 )和外接

圆(半径为 3a2
3 )的自能,如图2所示.内切圆和外

接圆可以看作均匀带电圆面,其自能为[14]

W 圆面 =γ Q2
f

8πε0R=
γπσ

2
fR3

8ε0
(17)

式中,γ≈1.7为均匀带电圆面的自能系数,Qf、R、σf
分别表示均匀带电圆面的电荷量、半径、面电荷

密度.

图2 等边三角形电荷元的内切圆和外接圆

为了方便起见,将等边三角形电荷元减去内切

圆剩下的部分,或外接圆减去等边三角形电荷元剩

下的部分叫做“边角料”.对于图2(a),等边三角形

电荷元的自能等于内切圆的自能、“边角料”的自

能、内切圆与“边角料”的相互作用能之和,由于内

切圆和“边角料”带同种电荷,相互作用能大于零,

故等边三角形电荷元的自能大于内切圆的自能.同

理,对于图2(b),等边三角形电荷元的自能小于外

接圆的自能.因此

W 内切圆,i<W 等边三角形,i<W 外接圆,i (18)

 ∑
i
W 内切圆,i<∑

i
W 等边三角形,i<∑

i
W 外接圆,i (19)

根据式(16),内切圆和外接圆的自能分别为

W 内切圆,i=γ
πσ2f,i(3a26 )3

8ε0 =

γ 3πσ2f,i
576ε0

a32 (20)

W 外接圆,i=γ
πσ2f,i(3a23 )3

8ε0 =

γ 3πσ2f,i
72ε0

a32 (21)

式中,σf,i 表示第i 个等边三角形电荷元的面电荷

密度.
当a2→0时,W 内切圆,i→0,W 外接圆,i→0,根据夹

逼定理

W 等边三角形,i→0 (22)

即等边三角形电荷元的自能为零.
下面证明所有等边三角形电荷元的自能之和也

为零.

∑
i
W 内切圆,i=∑

i
γ 3πσ2f,i
576ε0

a32 ≥

∑
i
γ 3π σf 2

min

576ε0
a32=N2γ 3π σf 2

min

576ε0
a32=

S
3a22
4

γ 3π σf 2
min

576ε0
a32=

γπ σf 2
minS

144ε0
a2 (23)

∑
i
W 外接圆,i=∑

i
γ 3πσ2f,i
72ε0

a32 ≤

∑
i
γ 3π σf 2

max

72ε0
a32=N2γ 3π σf 2

max

72ε0
a32=

S
3a22
4

γ 3π σf 2
max

72ε0
a32=

γπ σf 2
maxS

18ε0
a2 (24)

式中,σf min和 σf max分别表示面电荷密度绝对值

的最小值和最大值.由式(19)、式(23)、式(24)得

γπ σf 2
minS

144ε0
a2 ≤∑

i
W 等边三角形,i≤

γπ σf 2
maxS

18ε0
a2 (25)
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当a2 →0时,有

γπ σf 2
minS

144ε0
a2 →0

γπ σf 2
maxS

18ε0
a2 →0

根据夹逼定理

∑
i
W 等边三角形,i→0 (26)

即所有等边三角形电荷元的自能之和也为零.

2 一般电荷体系电荷元的自能

第1节研究了自由电荷体系电荷元的自能,本

节在此基础上研究一般电荷体系 (既有自由电荷,

也有极化电荷)的电荷元的自能.考察任意一个一般

电荷体系,介电常数为ε,自由体电荷密度为ρf、自由

面电荷密度为σf、极化体电荷密度为ρp、极化面电荷

密度为σp.将体电荷分割为N1(N1→∞)个正方体电

荷元,边长为a1(a1→0),面电荷分割为N2(N2→∞)

个等边三角形电荷元,边长为a2(a2→0).

一般电荷体系的电场能为[13]

∫E·D
2 dV=∫εE2

2dV=

∫ε
2 ∑i Ei

2
dV=

∑
i∫

εE2
i

2dV+∑
i≠j∫

εEi·Ej

2 dV (27)

式中,Ei和Ej分别表示第i个和第j个 (正方体或等

边三角形)电荷元在空间产生的电场强度.
第i个 (正方体或等边三角形)电荷元的自

能为

Wi=∫εE2
i

2dV
(28)

所有 (正方体或等边三角形)电荷元的自能之和为

∑
i
Wi=∑

i∫
εE2

i

2dV
(29)

先证明一般电荷体系 (正方体或等边三角形)电荷

元的自能为零.

Wi=∫εE2
i

2dV ≥∫εminE2
i

2 dV=

εmin

ε0∫ε0E2
i

2 dV
(30)

Wi=∫εE2
i

2dV ≤∫εmaxE2
i

2 dV=

εmax

ε0∫ε0E2
i

2 dV
(31)

式中,εmin 和εmax 分别表示介电常数的最小值和最

大值.由式(30)和式(31)得

εmin

ε0∫ε0E2
i

2 dV ≤Wi≤

εmax

ε0∫ε0E2
i

2 dV
(32)

考察一般电荷体系的等效自由电荷体系 (此处

的“等效”是指两个电荷体系在空间产生的电场分

布相同),自由体电荷密度为ρ′f=ρf+ρp、自由面电

荷密度为σ′f=σf+σp.∫ε0E2
i

2 dV
表示等效自由电荷

体系的第i个 (正方体或等边三角形)电荷元的自

能,根据第1节的结论,当a1,a2 →0时,有

∫ε0E2
i

2 dV →0

根据夹逼定理

Wi=∫εE2
i

2dV →0
(33)

即一般电荷体系(正方体或等边三角形)电荷元的

自能为零.
再证明一般电荷体系所有 (正方体或等边三角

形)电荷元的自能之和也为零.

∑
i
Wi=∑

i∫
εE2

i

2dV ≥

∑
i∫

εminE2
i

2 dV=εmin

ε0∑i∫
ε0E2

i

2 dV
(34)

∑
i
Wi=∑

i∫
εE2

i

2dV ≤

∑
i∫

εmaxE2
i

2 dV=εmax

ε0 ∑i∫
ε0E2

i

2 dV
(35)

由式(34)和式(35)得

εmin

ε0∑i∫
ε0E2

i

2 dV ≤∑i Wi≤

εmax

ε0 ∑i∫
ε0E2

i

2 dV
(36)

式中,∑
i∫

ε0E2
i

2 dV
表示等效自由电荷体系所有 (正

方体或等边三角形)电荷元的自能之和,根据第1
—431—

2024年第4期 物理通报 物理问题研究



节的结论,当a1,a2 →0时,有

∑
i∫

ε0E2
i

2 dV →0

根据夹逼定理

∑
i∫

εE2
i

2dV →0
(37)

即一般电荷体系所有 (正方体或等边三角形)电荷

元的自能之和也为零.

3 结论

本文系统研究了连续分布电荷体系电荷元的自

能问题,利用均匀带电球体和均匀带电圆面的自能

公式和夹逼定理,严格证明了连续分布电荷体系电

荷元的自能之和为零.因此,连续分布电荷体系的电

场能就等于电荷元之间的相互作用能.
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Self-EnergyIssueofChargeElement
inaContinuouslyDistributedChargeSystem

FUQuanhong CHANGJian ZHENGJianbang
(SchoolofPhysicalScienceandTechnology,NorthwesternPolytechnicalUniversity,Xi′an,Shaanxi 710129)

Abstract:Thecontinuouslydistributedchargesystemcanbedividedintoinfinitelymanychargeelements,and

theself-energyissueofchargeelementissystematicallyinvestigated.Byusingtheself-energyformulaof

uniformlychargedsphereanddiskandsqueezetheorem,itisstrictlyprovedthatthesumoftheself-energyofthe

chargeelementsofthecontinuouslydistributedchargesystemiszerointwosteps:firstly,itisprovedthatthesum

oftheself-energyofthechargeelementsofthefreechargesystemiszero;secondly,itisprovedthatthesumofthe

self-energyofthechargeelementsofthegeneralchargesystemiszero.Therefore,theelectricfieldenergyof

continuouslydistributedchargesystemisequaltotheinteractionenergybetweenchargeelements.

Keywords:electricfieldenergy;self-energy;interactionenergy;chargeelement;squeezetheorem
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