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摘 要:在处理一个典型的球杆模型问题时,通常应用系统机械能守恒定律或质点系动能定理进行求解,但总

有学生试图用质心动能定理进行求解,发现得到的答案和常规解法不同,为了解决学生的困惑,我们进行了细致的

课堂讨论.
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1 问题的提出

【原题】如图1所示,一根轻质细杆的两端分别

固定着A、B两只质量均为m 的小球,O点是一光滑

水平轴,已知AO=r,BO=2r,使细杆从水平位置由

静止开始转动,求当杆转到竖直位置时A、B 两球的

速度?

图1 原题题图

1.1 常规解法

根据质点系动能定理,有

mg·2r-mgr=12mv2
A +12mv2

B (1)

vB =2vA (2)

将式(1)、(2)联立,解得

vA = 2
5gr  vB =2 2

5gr

1.2 学生提出了质心解法

质心C位于O 点右侧0.5r处,对质心列动能定

理方程有

2mg·0.5r=12
·2mv2

C (3)

由式(3)得

vC = gr
两球角速度相同,根据线速度和角速度之间的

关系式v=ωr,解得

vA =2vC =2 gr

vB =4vC =4 gr
两种求解方式所求得vA、vB 的值不同,这种质

心求解的方法错在哪儿了?

2 问题的解决

2.1 对学生提出的质心解法进行修正

我们把式(3)的右侧再加上A、B两球相对质心

的动能,换成下面的式子

2mg·0.5r=12
·2mv2

C +12m(ΔvA)2+

1
2m(ΔvB)2 (4)

其中ΔvA、ΔvB 分别表示A、B 两球相对于质心的速

度,有

ΔvA =vA -vC  ΔvB =vB -vC

考虑到

vA =-ωr  vB =+ω·2r  vC =+ω·12r

代入式(4),解得

ω= 2
5

g
r   vA =- 2

5gr

vB =2 2
5gr  vC =12

2
5gr
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为什么修正之后得到vA、vB 的值和常规解法相

同呢? 我们需要了解以下的概念和规律.
2.2 对修正的解释

首先,我们需要明确什么是质心,由质心的定

义[1],质心C的位置矢量为

rC =
∑
n

i=1
miri

∑
n

i=1
mi

转为速度的形式,有

vC=
∑
n

i=1
mivi

∑
n

i=1
mi

变形,有

∑
n

i=1

(mivi)-∑
n

i=1

(mivC)=0

∑
n

i=1
mi(vi-vC)=0

令vi-vC=Δvi,则有

∑
n

i=1
miΔvi=0 (5)

其次,我们需要引入柯尼希定理,内容为:质点

系的动能等于质心动能与相对质心运动的动能之

和.证明过程如下.

Ek=∑
n

i=1

1
2miv2

i =∑
n

i=1

1
2mi(|vC+Δvi|)2=

∑
n

i=1

1
2mi[v2C +(|Δvi|)2]+∑

n

i=1
mivC·Δvi=

∑
n

i=1

1
2miv2C +∑

n

i=1

1
2mi(Δvi)2+vC·∑

n

i=1
miΔvi

由于C为质心,由式(5)知各质元相对质心C的动量

增量矢量和为零,即有

∑
n

i=1
miΔvi=0

得证

Ek=∑
n

i=1

1
2miv2

i =

∑
n

i=1

1
2miv2

C +∑
n

i=1

1
2mi(Δvi)2

到此为止,已经可以解释我们为什么要在等式

右侧加上A、B 两球相对质心的动能.似乎问题解决

了,但学生又提出了新问题:难道不存在质心动能定

理吗?

3 问题的引申

3.1 质心动能定理的推导

根据质点系质心运动定理,有

∑
n

i=1
Fi=∑

n

i=1
mi
dvC

dt

其中∑
n

i=1
Fi 为质点系所受外力的矢量和.

等式两边点乘质心位移drC,有[2]

∑
n

i=1
Fi·drC =∑

n

i=1
mi
dvC

dt
·drC =

∑
n

i=1
mi
drC

dt
·dvC=

∑
n

i=1
mivC·dvC=d 12∑

n

i=1
mivC

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

可见,质心动能定理是成立的.
学生们用的就是质心动能定理,式(3)错在哪

儿呢?

式(3)错在求合外力在质心位移上的功时,仅
仅考虑了重力做功,外力考虑不全.如果把A、B 两

球看成系统,除了考虑重力外,还需要考虑杆对质点

系的合力是否为零;如果把杆与 A、B 两球看成系

统,则还需要考虑转轴对系统的合力做功.
我们应在左侧加上除重力之外的力在质心位移

上做功,把式(3)改为

2mg·0.5r+W 除重力之外的力 =12
·2mv2

C (6)

即除了考虑到WG=2mg·0.5r之外,还应该考

虑到W 除重力之外的力 =-910mgr
,即可得出正确答案.

3.2 应用质点系动能定理求解

在应用质点系动能定理列式(1)时,为什么没

有考虑杆对质点系做功?

如图2所示,取转动过程中的任意一段极短时

间Δt,设杆对A、B 两球的切向分力分别为FA、FB,

设时间Δt内A、B 两球转过的弧长分别为lA、lB.

图2 小球在重力和杆的切向分力作用下转动
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对轻杆在任意时刻均有力矩平衡,即

FArA =FBrB

杆对A 球做功

WA =FAlA =FArAωΔt
杆对B 球做功

WB =-FBlB =-FBrBωΔt
考虑到两球角速度ω相同,可知杆对A、B两球

做功代数和为零,可见在任意一段极短时间Δt内,

只有重力对质点系做功,杆对A、B 两球组成的质点

系不做功.

4 问题的深入

4.1 杆对两球的切向力

刚体对定轴的转动惯量[3]I=∑
n

i=1
mir2i,具体到

本题为

I=5mr2

假设杆从水平位置转过θ 角,根据转动定理

∑
n

i=1
Mi=Iβ,刚体对定轴的合力矩 M 等于对应转动

惯量I与角加速度β 的乘积,取顺时针转动力矩为

正,有

mg·2rcosθ-mgrcosθ=5mr2β

β=gcosθ
5r

两球角加速度相同,利用切向加速度和角加速

度之间的关系式a=βr,解得

aA =gcosθ
5   aB =2gcosθ5

利用牛顿第二定律对A、B 两球在切向上列方

程,有

FA -mgcosθ=maA

mgcosθ-FB =maB

解得

FA =65mgcosθ

FB =35mgcosθ

方向均垂直于杆向上.

4.2 杆对两球做功情况

WA =∫
π
2

0
FArdθ=

∫
π
2

0

6
5mgrcosθdθ=65mgr

WB =-∫
π
2

0
FB·2rdθ=

-∫
π
2

0

3
5mg·2rcosθdθ=-65mgr

WA +WB =0
杆对A、B 两球组成的质点系不做功,这就是我们在

式(1)中仅考虑重力做功的原因.
4.3 杆对两球的质心做功情况

WC =-∫
π
2

0
(FA +FB)r2dθ=

-∫
π
2

0

9
5mg·12rcosθdθ=-910mgr

这就是我们在式(6)中需要考虑除重力之外的

力做功的原因.
有些学生会好奇,为什么我们只考虑切向分力,

而不考虑法向分力,是因为无论对小球,还是对质

心,法向分力均不做功.
在应用动能定理时,要把研究对象区分为质点

和质点系,要考虑到动能定理分为质点动能定理、质
点系动能定理、质心动能定理和相对动能定理,其关

系如表1所示.对质点系列动能定理方程的时候,不
仅要考虑到内力做功的问题,还要全面考虑到所有

外力做功.如果进一步扩展的话,我们会发现,牛顿

定律、动量定理也要做类似区分.
表1 各动能定理与对应的功

内力f做功 外力F做功 动能增量

质点系
动能定理 ∑

n

i=1
fi·ri +∑

n

i=1
Fi·ri = 1

2∑
n

i=1
miv2

i

= = =

质心动能
定理 ∑

n

i=1
fi·rC +∑

n

i=1
Fi·rC = 1

2∑
n

i=1
miv2

C

+ + +

相对动能
定理 ∑

n

i=1
fi·Δri +∑

n

i=1
Fi·Δri= 1

2∑
n

i=1
mi(Δvi)2
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