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摘 要:构建了不对称的 M形势垒,用薛定谔方程和airy函数推导出电子的透射系数.基于势垒的3种不对称

模型,讨论了电子的透射系数和共振隧穿情况,系统地比较了不对称和对称 M形势垒的共振隧穿,得出不对称性对

共振隧穿的影响.
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1 引言

在经典力学中,粒子不可能跨越比其动能大的

势垒.而在量子力学中,实物粒子具有波粒二象性,
微观粒子具有一定的几率跨越比其动能大的势垒,
这种穿透比它动能更高的势垒的现象称为量子隧穿

效应.共振隧穿也称为共振透射,可理解为电子取特

定能量时透射系数出现峰值.
很多的教材和文献都对势垒隧穿问题进行了讨

论,最基础的有量子力学教材中方形势垒的贯穿问

题[12].文献[3 4]求出了一维多个位势结构的透射

系数,并对其中的共振隧穿现象进行了讨论,发现势

垒数目越多,透射系数也会越小,多个方势垒结合等

同于增加了势垒宽度,则粒子流的透射系数会减小

甚至趋于零;文献[5]计算了一维梯形势垒的透射

系数,并讨论了透射系数随势垒斜率的变化;文献

[6]计算了一维三角形多势垒结构的共振透射系

数;文献[7]将 M形对称势垒与方势垒的透射系数

进行比较和分析;文献[8]推导出了透射系数最大

时对应的势垒间距表达式,并且给出了透射系数的

振荡周期;文献[9]分析了双势垒量子隧穿特性,研
究了电子在双势垒中隧穿过程的相干输运和非相干

输运;文献[10]分析了势垒非对称性对隧穿的影

响,发现势垒的对称性破坏得越严重,在低能区域发

生共振隧穿的几率越小.
上述文献都以不同结构的势垒为基础,对一维

体系的势垒贯穿现象和透射系数进行了分析和讨

论.共振隧穿往往发生在对称势垒中,对电子的输运

性质具有重大的影响,但量子点内部可能由于缺陷

存在种种不对称性.本文构建非对称 M 形势垒,用

来模拟量子点内部缺陷造成的势垒分布,讨论势垒

的不对称性对透射系数和共振遂穿的影响,有助于

理解电子通过量子点时的输运性质.

2 理论模型和求解

一维不对称M形势垒的模型如图1所示,考虑

能量为E的电子从x<0处向右入射,M形势垒的

总宽度为a,左右两边的势垒高度分别为U1和U2.
将整个势垒分为4个区域:1区(x<0),2区(0≤
x<b),3区(b≤x≤a),4区(x>a).

根据模型图1,势能函数可表达为

U(x)=

0 1区

U1-f1x 2区

f2(x-b) 3区

0 4

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 区

(1)
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图1 一维 M形不对称势的模型图

式(1)中

f1=U1

b  f2=
U2

a-b
用一维定态薛定谔方程描述粒子的运动状态,则有

- ћ2
2me

d2Ψ(x)
dx2 +U(x)Ψ(x)=EΨ(x) (2)

其中me=9.1×10-31kg,ћ为约化普朗克常量,E为

电子的本征能量,Ψ(x)为属于本征能量E的本征波

函数.在1区和4区,U=0,令

k= 2mE
ћ

易求得1区波函数的解为

Ψ1(x)=A1eikx +B1e-ikx (3)

A1eikx 表示电子的入射波函数;B1e-ikx 表示电子的

反射波函数.由于电子从左边入射,到达右边4区后

不会再有反射,因此,4区电子的波函数可表示为

Ψ4(x)=A4eikx (4)
在2区,电子的波函数满足

-ћ2
2m
d2Ψ2(x)
dx2 +(U1-f1x)Ψ2(x)=

EΨ2(x) (5)
令

κ1=(2mf1

ћ2 )
1
3  ζ=κ1

f1
(U1-E-f1x)

式(5)简化为

d2Ψ2(ζ)
dζ2

-ζΨ2(ζ)=0 (6)

上式为airy方程[56],其解为第一类airy函数Ai(ζ)
和第二类airy函数Bi(ζ)的线性组合

Ψ2(ζ)=A2Ai(ζ)+B2Bi(ζ) (7)
式中A2 和B2 为2区电子波函数的待定系数.

在3区,与2区波函数的求解过程相同,令

κ2=(2mf2

ћ2 )
1
3  η=κ2

f2 f2(x-b)-[ ]E

可求得其解

Ψ3(η)=A3Ai(η)+B3Bi(η) (8)

式中A3 和B3 为3区电子波函数待定系数.
根据以上4个势垒区波函数的通解,可以通过

波函数的连续性条件得出待定系数之间的关系,
并求出电子的透射系数.波函数的3个边界点分别

为x=0、x=b、x=a.在x=0处时,根据波函数

及波函数一阶导数的连续性,可以得出

A1+B1=A2Ai(ζ1)+B2Bi(ζ1) (9)

 ikA1-ikB1= -κ1A2Ai′(ζ1)-κ1B2Bi′(ζ1) (10)

其中ζ1=κ1b
(U1-E)

U1
为x=0处变量ζ的取值.在

x=b处时,根据波函数及波函数一阶导数的连续

性,可以得出

A2Ai(ζ2)+B2Bi(ζ2)=
A3Ai(η1)+B3Bi(η1) (11)

-κ1A2Ai′(ζ2)-κ1B2Bi′(ζ2)=
κ2A3Ai′(η1)+κ2B3Bi′(η1) (12)

其中ζ2=-κ1bE
U1
,η1=(b-a)κ2 E

U2
分别为x=b处

变量ζ和η的取值.在x=a处时,根据波函数及波函

数一阶导数的连续性,可以得出

A4eika =A3Ai(η2)+B3Bi(η2) (13)

ikA4eika =κ2A3Ai′(η2)+κ2B3Bi′(η2) (14)

其中η2=
κ2(a-b)(U2-E)

U2
为x=a时η的取值.令

u=Ai(ζ1)  u′=Ai′(ζ1)  σ=Bi(ζ1)

σ′=Bi′(ζ1)  c=Ai(ζ2)  c′=Ai′(ζ2)

d=Bi(ζ2)  d′=Bi′(ζ2)  l=Ai(η1)

l′=Ai′(η1)  s=Bi(η1)  s′=Bi′(η1)

p=Ai(η2)  p′=Ai′(η2)

q=Bi(η2)  q′=Bi′(η2)
式(9)~ (14)可以简化为

A1+B1=uA2+σB2 (15)

ikA1-ikB1=-κ1u′A2-κ1σ′B2 (16)

cA2+dB2=lA3+sB3 (17)

-κ1c′A2-κ1d′B2=κ2l′A3+κ2s′B3 (18)

A4eika =pA3+qB3 (19)

ikA4eika =κ2p′A3+κ2q′B3 (20)
令

α=iku-κ1u′  χ=ikp-κ2p′

β=ikσ-κ1σ′  γ=ikq-κ2q′
δ=d′lκ1+dl′κ2  μ=c′lκ1+cl′κ2
ε=d′sκ1+ds′κ2  ν=c′sκ1+cs′κ2

根据airy方程的性质:对于任意的变量x,airy函数
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满足朗斯基行列式

Ai(x)Bi′(x)-Ai′(x)Bi(x)=1π
即有

uσ′-u′σ=1π  cd′-c′d=1π

ls′-l′s=1π  pq′-p′q=1π
利用ik乘以式(19)再减去式(20)得

A3=-κ2q′-ikq
κ2p′-ikp

B3=-γ
χ
B3 (21)

将式(21)代入式(19)得

B3= ikp-κ2p′
κ2(pq′-p′q)

eikaA4=χπ
κ2
eikaA4 (22)

将式(22)代入式(21)得

A3= -γπ
κ2
eikaA4 (23)

用d′
dκ1 乘以式(17)再加上式(18)得

A2=πκ1
(δA3+εB3) (24)

用c′
cκ1 乘以式(17)再加上式(18)得

B2= -π
κ1
(μA3+νB3) (25)

用ik乘以式(15)再加上式(16)得

A1=12ik
(αA2+βB2) (26)

联立式(22)~ (26)整理可得

A4

A1
=κ1κ2
π2

2ike-ika
(αε-βν)χ-(αδ-βμ)γ

(27)

由式(27)可以得出不对称 M 形势垒电子的透射

系数

T= A4

A1

2

=

4k2κ21κ22
π4

1
|(αε-βν)χ-(αδ-βμ)γ|2

(28)

3 数值计算与分析

以下讨论的不对称势垒分3种:等高不等宽势

垒、等宽不等高势垒和不等宽不等高势垒.下面通过

数值求解出式(28)的透射系数,并画出透射系数随

入射电子能量和势垒宽度的变化图像.
图2为透射系数T 随入射电子能量E 的变化

图像.

图2 透射系数随电子能量的变化

图2(a)描述了M形对称势垒、M形等高不等宽

势垒、M形等宽不等高势垒以及M形不等高不等宽

势垒的对比情况.其中 M形对称势垒的高度U0=
1.0eV,势垒总宽度a=0.8nm;M形等高不等宽

势垒高度U0=U1=U2=1.0eV,势垒宽度a=
0.8nm,b=0.2nm;M形等宽不等高势垒高度U1=
U0=1.0eV,U2=2.0eV,势垒宽度a=2b=0.8
nm;M形不等高不等宽势垒高度U1=U0=1.0eV,

U2=2.0eV,势垒宽度a=0.8nm,b=0.2nm.观
察图(a)透射系数的峰值,发现出现等于1和不等于

1的情况,透射系数等于1时说明没有电子被反射,
称为完全共振透射;小于1的,电子不能完全通过势

垒,只能称为部分共振透射.完全共振透射时电子的

透射系数为1,观察图中透射系数为1时入射电子的

能量,可发现只有对称势垒在入射电子能量E 小于

U0 时发生了完全共振透射.其余3种不对称势垒都
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必须在电子能量大于U0时才能发生完全共振隧穿,
其中等高不等宽势垒在E=1.76U0 时发生完全共

振透射;等宽不等高势垒在E=1.86U0 时发生完全

共振透射;不等高不等宽势垒在E=3.5U0 入射电

子的能量远大于势垒高度时发生完全共振透射.明
显说明势垒对称性破坏程度越大,对电子的透射系

数影响越大;不对称性越高,则电子的透射系数越

小,越难实现完全共振透射.
图2(b)描述了5种等宽不等高M形势垒的透

射系数,两侧势垒宽度均为0.4nm,U1 与U2 调换

不会改变透射系数的大小,势垒一侧高度固定为

U1=U0=1eV.图中显示,远离峰值区域入射电子

的透射系数随着另一侧势垒U2的减小而增加.但观

察第一个透射峰,不是U2 越小,透射系数的峰值就

越大,而是U2=U1 时有最大峰值,且此时透射系数

为1.图2(b)中给出在电子能量小于势垒高度时,只
有对称势垒才发生了完全共振透射.对于其他非对

称势垒情形,势垒对大能量的电子也具有很强的反

射作用,表现为电子能量大于势垒高度时透射率也

总是小于1.
图2(c)描述了4种等高不等宽M形势垒的透射系

数,势垒两边高度U2=U1=1eV,总宽度a=1.0
nm.图中可见,达到第一个极大值之前,随着b增加

透射系数逐渐增大.b增大到为a 的一半时,透射系

数的第一个峰值逐渐增加到1.图中结果说明势垒

两边越对称,透射系数的第一个峰值越大,越容易达

到完全共振透射,再次说明势垒的对称性对共振隧

穿的影响非常大.
在不同宽度的 M形势垒中,为了探讨电子能量

小于势垒高度时,是否能发生完全共振透射,图3给

出电子透射系数随势垒宽度a的变化图像.其中入

射电子的能量E=1eV.图3(a)~图3(c)透射系数

随势垒变宽出现周期性的振荡,这正是粒子波粒二

象性的一种体现.

图3 透射系数随势垒宽度的变化

图3(a)中U2=1.1eV,U1=0.5eV;此时电子

能量高于U1小于U2,可发现b=0.5a的等宽不等高

势垒在多个势垒宽度发生共振透射;b=0.3a的不

等高不等宽势垒在a=0.52nm时发生共振透射,且

透射系数为1.说明电子能量就算只低于一侧势垒

高度时还是能发生完全共振透射.但也可发现不等

高不等宽势垒除了一个透射峰的透射系数为1,其

他时候就算出现透射峰,其透射系数都是小于1的,

此时电子不能完全通过势垒,只能称为部分共振透

射;更加普遍的情况如此图中b=0.8a的情形,有透

射率峰值,但却始终没有100% 的透射率.说明完全

共振透射的条件非常严格,一般要求势垒两侧宽度

相等,否则在电子能量小于势垒高度时,不对称势垒

一般只有部分共振透射,很少出现完全共振透射.
图3(b)中U2=U1=1.1eV,此时电子能量同

时小于U1和U2,b=0.5a的对称势垒在多个势垒宽

度发生完全共振透射;等高不等宽势垒在b=0.3a
时,在a=1.68nm处透射率取得最大值为0.9846;

在b=0.8a时,在a=1.65nm处透射率取得最大值

为0.919.说明电子能量小于所有势垒高度时,透射

系数能趋近1,但很难发生完全共振透射的情况.
图3(c)中U2=U1=1eV,此时电子能量同时等

于U1和U2.在b=0.3a时,等高不等宽势垒在a=1.68
—9—
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nm处透射率取得最大值为0.995,基本能达到

100%隧穿;在b=0.8a时,在a=2.54nm透射率取

得最大值为0.9757,接近完全共振透射.说明电子

能量等于势垒高度时,不对称势垒能发生完全共振

透射.

4 结论

通过定态薛定谔方程求解,推导了一维 M形非

对称势垒的透射系数公式.考虑势垒的各种不对称

性模型,数值计算了透射系数随入射粒子能量和宽

度的变化情况.结果给出,M 形非对称与对称势垒

的透射系数随入射粒子能量和宽度的变化类似.同

时 M形势垒的对称性对透射系数的影响程度很大,

对称性被破坏得越严重,入射电子的透射系数就越

小,越难出现共振隧穿.除此之外,不同宽度的 M形

势垒中,可发现透射系数随着势垒宽度呈现出周期

性振荡.在入射电子能量小于势垒高度时,完全共振

透射的条件非常严格,一般要求势垒两侧宽度相等,

等宽势垒在多个宽度出现完全共振透射;不等宽势

垒则很难出现完全共振透射,一般只有部分共振透

射,对应透射系数虽有极大值,但极大值小于1.文

中 M形势垒中间的V形破缺口可以理解为一个量

子阱,当微观粒子进入势阱界面后会发生多次反射,

微观粒子透射波保持相位相干性使透射系数达到

1.合理调控势垒的高度和宽度,能使微观粒子达到

理想的透射系数,从而实现共振隧穿.共振隧穿对电

子的输运性质具有重大的影响,本文的研究有助于

理解量子点内部缺陷对电子输运性质的影响.
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TheEffectofAsymmetryofOne-DimensionalM-Shaped
PotentialBarrieronResonantTransmission
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Abstract:Byconstructing an asymmetric M-shaped potential barrier model,we derived the electron

transmissioncoefficientbyusingtheSchrödingerequationandAiryfunction.Basedonthreeasymmetricmodels

ofpotential barriers,we discussed thetransmission coefficientand resonanttunneling ofelectrons,and

systematicallycomparedtheresonanttunnelingofasymmetricandsymmetricM-shapedpotentialbarriers,and

declaredtheinfluenceofasymmetryonresonanttunneling.
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