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摘 要:利用Matlab编程,求解质点沿光滑半球下滑时,半球的速度和加速度随时间变化以及质点相对球心的

角速度和角加速度随时间的变化,并进一步讨论了不同的初始条件对质点在半球上的运动时间及质点与半球脱离

位置的影响.
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1 引言

光滑的水平面上放置一个光滑半球,一个质点

沿半球不同位置无初速释放,研究质点相对于球心

物理量随时间的变化.这个模型在高中物理竞赛

书[1]和专业物理杂志[2]中都出现过.从守恒的角度

推导出解析表达式得到一些结论.本文则利用

Matlab编程得到相关物理量随时间的图像以及初

始条件对脱离时间和脱离位置的影响,直观和细致

地展现这个模型的相关问题.

2 模型建立及公式推导

建立的模型如图1所示.

图1 模型示意图

选取x 和θ 作为系统的广义坐标,其中x 为半

球的球心坐标,θ为质点和球心的连线与竖直方向

的夹角.半球的位置坐标为x;质点的位置坐标为

(x+Rsinθ,Rcosθ).位置坐标对时间求导得到速

度,从而得到系统动能的表达式

    T=12Mx
·2+

1
2m[(x

·
+Rθ

·
cosθ)2+(-Rθ

·
sinθ)2] (1)

取光滑水平面为零重力势能面,设半球的密度为ρ,

在球坐标系下求半球的质心高度hc.
体积微元

dV=r2sinθdrdθdφ
质量微元

dm=ρdV=ρr2sinθdrdθdφ (2)

质量微元的高度

h=rcosθ
半球的总质量

M=ρ·
2
3πR

3

根据质心的定义

hc=∫hdmM =
ρ∫

R

0
r3dr∫

π
2

0
sinθcosθdθ∫

2π

0
dφ

ρ·
2
3πR

3
=

3
8R

(3)

系统的重力势能表达式为

V=mgRcosθ+38MgR (4)

则系统的拉格朗日函数表达式为

L=T-V=12Mx
·2+12m[(x

·
+Rθ

·
cosθ)2+

 (-Rθ
·
sinθ)2]-mgRcosθ-38MgR (5)

代入拉格朗日方程得到系统的运动微分方程
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··
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m x
··
+Rθ

··
cosθ-Rθ

·
2sinθ=0 (7)

令θ=θ0,θ
·
=0,得到初始时刻的系统运动微分

方程

   Rθ
··
+x

··
cosθ0-gsinθ0=0 (8)

   1+Mæ

è
ç

ö

ø
÷

m x
··
+Rθ

··
cosθ0=0 (9)

联立方程得到初始时刻的x
··,θ

··

   x
··
t=0=-

m
Mgsinθ0cosθ0

1+m
Msin

2θ0
(10)

 θ
··
t=0=gsinθ0

R +

m
Mgsinθ0cos2θ0

R1+m
Msin

2θæ

è
ç

ö

ø
÷0

(11)

值得注意的是θ
··
t=0的表达式中第一项是由质点

重力沿着半球切线方向的分力带来的,第二项是由

质点所受惯性力沿着半球切线方向的分力带来的.
综上,系统运动的初始条件为

xt=0=0  x
·
t=0=0

x
··
t=0=-

m
Mgsinθ0cosθ0

1+m
Msin

2θ0
(12)

θt=0=θ0  θ
·
t=0=0

θ
··
t=0=gsinθ0

R +

m
Mgsinθ0cos2θ0

R1+m
Msin

2θæ

è
ç

ö

ø
÷0

(13)

N 为质点和半球间的弹力,半球相对于光滑水

平面做加速直线运动

Nsinθ=Ma (14)

质点相对于半球做圆周运动,需引入惯性力

mgcosθ-N-masinθ=mRθ
·
2 (15)

联立求得

N=mgcosθ-mRθ
·
2

1+m
Msin

2θ
(16)

质点刚要脱离半球时N=0,即脱离条件为

mgcosθ=mRθ
·
2 (17)

物理学中很多方程的解析解非常复杂或者根本

没有解析解,运动微分方程(6)和(7)结合初始条件

式(12)和式(13)可以利用 Matlab数值求解.

3 Matlab编程求解及结果分析

3.1 程序编写

令 x1=x,x2=x
·,x3=θ,x4=θ

·

则式(6)和式(7)变为一阶微分方程组

x
·
1-x2=0 (18)

Rx
·
4+x

·
2cosx3-gsinx3=0 (19)

x
·
3-x4=0 (20)

 1+Mæ

è
ç

ö

ø
÷

m x
·
2+Rx

·
4cosx3-Rx2

4sinx3=0 (21)

根据式(18)~ (21)编写lxk2.m函数文件,代

码为:

functionf=lxk(t,x,xd)

globalR    % 设置全局变量半球半径

globalRatio  % 设置全局变量Ratio=M/m

globalg    % 设置全局变量重力加速度

f=[xd(1)-x(2);…

  R*xd(4)+cos(x(3))*xd(2)-g*sin(x(3));…

  xd(3)-x(4);…

(1+ Ratio)*xd(2)+ R*cos(x(3))*xd(4)-
R*sin(x(3))*(x(4)

<

2)];

当质点脱离半球时需要中断计算,从而确定脱

离时间和脱离位置,可以利用 Matlab的事件功

能[3],在满足式(17)条件下,中断计算.代码为

function[value,isterminal,direction]=myevents
(t,x,xd)

globalR    % 设置全局变量半球半径

globalg    % 设置全局变量重力加速度

value=g*cos(x(3))-R*x(4).

<

2;

isterminal=1;

direction=-1;

主程序为:

clearall;

closeall;

clc;

globalR

R=input(′请输入R=′);% 从键盘输入半球半径

的值
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globalRatio

Ratio=input(′请输入 Ratio=′);% 从键盘输入

M/m 的值

globalg

g=input(′请输入g=′);% 从键盘输入当地重力加

速度的值

theta0=[pi/180:pi/90:pi/12];% 初始角度

thetatt0=(g*sin(theta0)+(g*(1/Ratio).

*sin(theta0).*cos(theta0).

<

2)./(1+(1/Ratio).

*sin(theta0).

<

2))/R;% 质点相对球心做圆周运

动的初始角加速度

xtt0= -(1/Ratio)*g*cos(theta0).*sin(theta0)./

(1+(1/Ratio)*sin(theta0).

<

2);%半球的初始角

加速度

figure(1)

fori=1:8

x0=[00theta0(i)0]′;% 初始条件

xd0=[0xtt0(i)0thetatt0(i)]′;% 初始条件

opts=odeset(′events′,@myevents,′RelTol′,1e-
13,′AbsTol′,1e-13);
[t,x,tfinal]=ode15i(′lxk2′,[0Inf],x0,xd0,opts);

subplot(2,2,1)

plot(t,x(:,2),′.-′);% 画出半球速度随时间的

图像

title(′图2半球速度随时间变化图像′);

xlabel(′\itt/\rms′);ylabel(′\itv/\rm(m/s)′);

gridon

holdon

subplot(2,2,2)

dx2=diff(x(:,2))./diff(t);

plot(t(1:length(dx2)),dx2,′.-′);% 画出半球加

速度随时间的图像

title(′图3半球加速度随时间变化图像′);

xlabel(′\itt/\rms′);ylabel(′\ita/\rm(m/s

<

2)′);

gridon

holdon

subplot(2,2,3)

plot(t,x(:,4),′.-′);%画出质点相对球心圆周运

动的角速度随时间的图像

title(′图4质点相对球心角速度随时间变化图像′);

xlabel(′\itt/\rms′);ylabel(′\it\omega/\rm(rad/s)′);

gridon

holdon

subplot(2,2,4)

dx4=diff(x(:,4))./diff(t);

plot(t(1:length(dx4)),dx4,′.-′);% 画出质点相

对球心圆周运动的角加速度随时间的图像

title(′图5质点相对球心角加速度随时间变化图

像′);

xlabel(′\itt/\rms′);ylabel(′\it\alpha/\rm(rad/s

<

2)′);gridon
holdon

end

legend(′1°′,′3°′,′5°′,′7°′,′9°′,′11°′,′13°′,

′15°′)% 图例标注

theta0=[pi/180:pi/720:pi/12];% 初始角度

thetatt0 = (g*sin(theta0) + (g*(1/Ratio).

*sin(theta0).*cos(theta0).

<

2)./(1+(1/Ratio).

*sin(theta0).

<

2))/R;% 质点相对球心做圆周运

动的初始角加速度

xtt0= -(1/Ratio)*g*cos(theta0).*sin(theta0).
/(1+(1/Ratio)*sin(theta0).

<

2);% 半球的初始

角加速度

figure(2)

fori=1:57

x0=[00theta0(i)0]′;

xd0=[0xtt0(i)0thetatt0(i)]′;

opts=odeset(′events′,@myevents,′RelTol′,1e-
13,′AbsTol′,1e-13);
[t,x,tfinal] = ode15i(′lxk2′, [0 Inf],x0,

xd0,opts);

finaltime(i)=tfinal;% 得到质点脱离半球的时间

finaltheta(i)=x(end,3)*180/pi;%得到质点脱离

半球的角度

end

subplot(2,2,1)

theta00=theta0*(180/pi);

plot(theta00,finaltime,′.-′);% 画出质点脱离半

球的时刻随初始释放角度的图像
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xlabel(′\it\theta_0/\rm(°)′);ylabel(′\itt/\rms′);

gridon

title(′图6质点在半球上运动的时间和初始释放角

度关系′);

subplot(2,2,2)

plot(theta00,finaltheta,′.-′);% 画出质点脱离半

球的角度随初始释放角度的图像

xlabel(′\it\theta_0/\rm(°)′);ylabel(′\it\theta/

\rm(°)′);gridon
title(′图7质点脱离半球时的角度和初始释放角度

关系′);
程序具有交互功能,运行后从键盘输入半球半

径R,半球和质点质量之比Ration,重力加速度g,运
行程序后可以得到半球速度随时间的图像,半球的

加速度随时间的图像,质点相对球心做圆周运动的

角速度随时间的图像,质点相对球心做圆周运动的

角加速度随时间的图像.

3.2 Matlab数值求解及结果分析

取半球半径R=1m,Ratio=0.1(半球与质点

质量之比),g=9.8m/s2,所得结果如下.
图2为在不同初始角度下无初速度释放,质点

脱离半球前半球的速度随时间的图像,可以看出半

球一直加速,脱离时刻加速度刚好减为零.为了将各

条曲线区分开,以t=0.10s为观察点,曲线从上至

下分别对应θ=1°,3°,5°,…,15°的曲线.值得注意的

是在较小的释放角度下,半球的加速度先增大后减

小,最后为零.而在较大释放角度下,半球的加速度

是一直减小的直到为零.为了更进一步,还可以画出

半球的加速度随时间的变化图像,定量的来分析这

一问题.

图2 半球速度随时间变化图像

图3为半球的加速度随时间的图像,以t=0为

观察点来区分曲线,由上而下分别对应θ=1°,3°,

5°,…,15°的曲线.图中可以清晰地表现出小的释放

角度下半球的加速度随时间先增大后减小最后为

零.而在较大释放角度下这一规律消失,加速度随时

间一直减小最后为零.

图3 半球加速度随时间变化的图像

质点在脱离半球前相对于球心做圆周运动,图

4给出了质点做圆周运动的角速度随时间的图像,

以t=0.20s为观察点,从下而上分别对应θ=1°,3°,

5°,…,15°的曲线.值得注意的是质点的角速度随时

间的变化和半球的速度随时间的变化有点类似,角
速度随着时间一直增加,说明质点相对球心做的是

加速圆周运动.在较小释放角度下,角加速度先增大

再减小,而在较大的释放角度下,角加速度则一直

减小.

图4 质点相对球心角速度随时间变化图像

为了更清楚地阐明这一现象,可以画出质点相

对球心做圆周运动的角加速度随时间的图像如图5
所示.图5清晰地说明了这一现象,以t=0为观察点

从下向上分别对应θ=1°,3°,5°,…,15°的曲线.当初

始释放角度较小时角加速度随时间先增大再减小,
而当释放角度较大时角加速度随时间则一直减小.
出现这一现象的原因可能是初始条件中半球的质量

相较于质点质量较小(相差一个数量级),半球的运

动对质点相对球心的运动有较大影响,角加速度出

现复杂性.若半球的质量比质点质量大一个数量级,
经数值模拟发现在以上释放角度下角加速度随时间

一直增大.由此得出结论半球与质点质量之比对角

加速度随时间的变化有很大影响.
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图5 质点相对球心角加速度随时间变化图像

图6为在不同的初始释放角度下,质点在半球

上对应的运动时间,随着初始释放角度增加,运动时

间减少,但呈现非线性,越往后时间减少越不明显.

图6 质点在半球上对应的运动时间和初始释放角度关系

图7 质点脱离半球时的角度和初始释放角度关系

图7为在不同初始释放角度下,质点脱离半球

时质点和球心连线与竖直方向夹角与初始释放角度

的关系图像,可见随着初始释放角度增加,质点脱离

半球时的角度也增加,呈现非线性,但脱离角度变化

范围不大,变化也比较缓慢.
以上主要讨论了在特定初始条件下,质点在光

滑半球上不同位置无初速度释放时,某些物理量随

时间和初始释放角度的变化.有兴趣的读者可以改

变初始条件看能否得到一些其他有趣的结论.

4 结束语

高中物理竞赛书[1]和专业物理杂志[2]中对该

模型的分析都是通过机械能守恒和水平方向动量守

恒得到一些结论,但都不太全面,而且不能得到物理

量随时间的变化规律.本文通过运动微分方程结合

Matlab数值计算,在一定的初始条件下,得到了质

点相对球心做圆周运动的角速度和角加速度随时间

变化的规律,比较直观地展现了质点相对于半球的

圆周运动,同时得到了半球相对于光滑水平面运动

的速度和加速度随时间的变化规律,直观地展示了

半球的加速过程.又进一步通过图像展现了初始释

放角度对质点在半球上的运动时间和脱离位置的影

响.本文对该模型的分析更加全面和细致.体现出

Matlab在分析复杂模型上的优势.
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NumericalCalculationsforaMassPointSliding
DowntheSmoothHemisphere

LIXiankuo
(DongyingShengliNo.1MiddleSchool,Dongying,Shandong 257000)

Abstract:Problemsofa masspointslidingdownthesmoothhemisphereareinvestigatedusing Matlab

software.Velocityandaccelerationofhemispherewithtimeandangularvelocityandangularaccelerationofmass

pointwithtimeareshown.Theinfluenceofinitialconditionsonthetotaltimeofmasspointslidingdownthe

hemisphereandthelocationofmasspointescapingfromthehemisphereisfurtherdiscussed.

Keywords:freesmoothhemisphere;velocity;acceleration;time;escapinglocation;Matlab;numericalcalculation
—68—

2024年第5期 物理通报 竞赛与物理专题研修


