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摘 要:研究一道求解加速度竞赛题的5种方法和典型变式,引导学生从不同的角度入手处理问题,体会各类

科学方法的思维特点,从而帮助学生强化思维品质,提高解决问题的能力.
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  一题多解,指从不同角度入手,运用不同思维

方式解决同一问题的思想方法,是科学思维能力的

重要体现[1],也是物理竞赛教学中常用的教学手段

之一.一题多解训练,可充分增强学生思维的开阔

性,引导他们将思维的触角伸向不同的维度;可充分

锻炼学生思维的灵活性,提高他们运用物理知识解

决问题的能力;可充分调动学生思维的积极性,培养

他们对物理学科学习的兴趣.本文研究了一道求解

加速度竞赛题的5种解法和典型变式,以期为物理

竞赛教学提供参考.

1 原题重现

图1为3根刚性细杆AB、BC、CD 连成的平面连

杆结构图.AB 杆和CD 杆可分别绕过A、D 垂直于

纸面的固定轴转动,A、D 两点位于同一水平线上,

BC 杆两端分别与AB 杆和CD 杆相连,可绕连接处

转动(类似于铰链),当AB 杆以角速度ω 匀速转动

且处于竖直位置时,BC 杆和CD 杆都与水平方向成

45°角.已知AB 杆长度为l,BC杆的长度和CD 杆的

长度由图1给定.求此时C 点加速度的大小和方向

(用与CD 杆之间的夹角表示).
分析:这是一道求解加速度的典型问题,处理方

法灵活多样.作为练习,可引导学生从不同的参考系

出发求解C点的加速度,帮助他们加深对相关知识

的理解和认识,如平动参考系、转动参考系、平动转

动参考系的加速度变换关系,科里奥利加速度等等.

图1 原题图

2 问题求解

解法1:选与B 相对静止的平动参考系.如图2
所示,建立以C为原点的平面直角坐标系.B和C 相

对于地面的速度分别为

vB=ωl(cosπ4i-sinπ4j)
vC=(-ωlsinπ4)j

图2 解法1图解

在地面参考系中,C的法向加速度

aCx =|vC|2
→CD

i= 2
8ω2li
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B 的加速度为

aB =|vB|2
→AB
(cosπ4i+sinπ4j)=

ω2l(cosπ4i+sinπ4j)
在与B 相对静止的平动参考系中,C 相对于B 转动

的速度为

v′C=vC-vB=(-ωlsinπ4)j-

ωl(cosπ4i-sinπ4j)=- 2
2ωli

C相对于B 转动的法向加速度为

a′Cy=|v′C|2
→BC

j= 2
4ω2lj

根据平动参考系的加速度变换关系,C 相对于地面

的切向加速度aCy,B 的加速度在y 方向上的分量

aBy,C相对于B 转动的法向加速度a′Cy满足

aCy =aBy +a′Cy=34 2ω
2lj

因此C点的加速度大小 aC 和方向角δ 分别为

|aC|= a2Cx +a2Cy = 74
8 ω2l

δ=arctanaCy

aCx
=arctan6

另外,选取与C 相对静止的平动参考系也可求

解,过程和解法1类似,不再赘述.
解法2:如图3所示,选与B端相对静止的、随B

平动并绕B 转动的参考系.

图3 解法2图解

不妨设平动转动系的角速度为ω且沿顺时针方

向转动,B 的平动加速度

aB =ω2l(cosπ4i+sinπ4j)
在此平动转动系中,C的相对速度v′C为

v′C=vC-vB-ω× →BC=

(-ωlsinπ4)j-ωl(cosπ4i-sinπ4j)- 2ωli=

-32 2ωli

C在y 方向的相对加速度

a′Cy=
v′C

2

→BC
j=94 2ω

2lj

牵连加速度为

a牵 =ω2| →BC|j= 2ω2lj
科里奥利加速度为

a科 =2ω×v′C=-32ω2lj
在y方向上运用平动转动系中加速度的变换关系,

求解C加速度的y 方向分量

aCy =aBy +a′Cy+a牵 +a科

得到

aCy =34 2ω
2lj

综合C加速度的x 方向分量

aCx = 2
8ω2li

得到

|aC|= a2Cx +a2Cy = 74
8 ω2l

δ=arctanaCy

aCx
=arctan6

另外,选与C端相对静止的、随C平动并绕C转动

的平动转动系也可求解,过程与解法2类似,不再赘述.
解法3:选与B端相对静止的、绕A点转动的参

考系,如图4所示.

图4 解法3图解

不妨设此转动参考系的角速度为ω且沿顺时针

方向转动.在此参考系中,C的相对速度为

v′C=vC-ω× →AC=

(-ωlcosπ4)j- 5ωl(cosαi-sinαj)
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在 △ABC 中

cosα=| →BC|2+| →AC|2-| →AB|2

2| →BC|| →AC|
=310 10

sinα= 10
10

代入得到

v′C=-32 2ω
2li

C在y 方向的相对加速度

a′Cy=|v′C|2
→BC

j=924ω2lj

牵连加速度为

a牵 = 5ω2l(sinαi+cosαj)= 2
2ω2li+322ω2lj

科里奥利加速度为

a科 =2ω×v′C=-32ω2lj
根据转动参考系的加速度变换关系,求解C 加速度

的y 方向分量

aCy =a′Cy+a牵y +a科 =34 2ω
2lj

综合C加速度的x 方向分量

aCx = 2
8ω2li

得到

|aC|= a2Cx +a2Cy = 74
8 ω2l

δ=arctanaCy

aCx
=arctan6

另外,选与C端相对静止、绕D点转动的参考系

也可求解,过程与解法3类似,不再赘述.
解法4:微元法.如图5所示,不妨设B沿顺时针

转动,则

vB =ωl
方向水平向右

vC =vBcos45°= 2
2ωl

方向由B 指向C.则C转动的角速度大小为

vC
→CD

=14ω

取一段极短的时间Δt,其间AB 杆转过的角度

为ωΔt,则CD 杆转过的角度为1
4ωΔt.延长AB′、

DC′交于点O′,在 △O′AD 中,由正弦定理得到

O′A
sin(π4+14ωΔt)

= O′D
sin(π2-ωΔt)=

AD
sin(π4+34ωΔt)

这里

AD=3l
因此

O′A=
3l[cos(ωΔt4 )+sin(ωΔt4 )]
cos(3ωΔt4 )+sin(3ωΔt4 )

O′D= 32lcos(ωΔt)

cos(3ωΔt4 )+sin(3ωΔt4 )
同时

O′B′=O′A-B′A=

3l[cos(ωΔt4 )+sin(ωΔt4 )]
cos(3ωΔt4 )+sin(3ωΔt4 )-l

O′C′=O′D-C′D=

32lcos(ωΔt)

cos(3ωΔt4 )+sin(3ωΔt4 )-
22l

图5 解法4图解

由于O′是杆BC 运动至B′C′时的速度瞬心,有

v′B

O′B′= v′C

O′C′
而v′B=ωl,从而

v′C=

2ωl[3cos(ωΔt)-2cos(3ωΔt4 )-2sin(3ωΔt4 )]
3cos(ωΔt4 )+3sin(ωΔt4 )-cos(3ωΔt4 )-sin(3ωΔt4 )
进而求解C的切向加速度(略去高阶小量)

aC切 =lim
Δt→0

v′C-vC

Δt =
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lim
Δt→0

2ωl
1-32ωΔt

2 - 2ωl
2

Δt =-34 2ω
2l

负号表明其方向由C指向B.C的法向加速度

aC法 =v2C
CD = 2

8ω2l

方向由C指向D.综上,

aC = a2法 +a2切 = 74
8 ω2l

解法5:求导法.如图6所示,建立以A为原点的

平面 直 角 坐 标 系.设 ∠BAD = θ,∠CDA = α,

∠CBE=φ,C的位置可表示为

xC =lcosθ+ 2lcosφ

yC =lsinθ+ 2lsinφ

图6 解法5图解

对位置C求关于时间t的一阶导数

dxC

dt =-l(sinθdθdt+ 2sinφ
dφ
dt)

dyC

dt =l(cosθdθdt+ 2cosφ
dφ
dt)

继续求二阶导数

d2xC

dt2 =-l[cosθ(dθdt)
2
+sinθd

2θ
dt2 +

2cosφ(dφdt)
2
+ 2sinφ

d2φ
dt2]

d2yC

dt2 =l[-sinθ(dθdt)
2
+cosθd

2θ
dt2 -

2sinφ(dφdt)
2
+ 2cosφ

d2φ
dt2] (1)

另外,由几何约束得到

22lsinα=lsinθ+ 2lsinφ

22lcosα=3l-lcosθ- 2lcosφ
两式平方后相加,化简得

2sinθsinφ+ 2cosθcosφ-

3cosθ-32cosφ+2=0
对时间t求一阶导数

2cosθsinφ
dθ
dt+ 2sinθcosφ

dφ
dt-

2sinθcosφ
dθ
dt- 2cosθsinφ

dφ
dt+

3sinθdθdt+32sinφ
dφ
dt=0

将θ=π2
、φ=π4

、dθ
dt=-ω 代入,得到

dφ
dt=12ω

继续求二阶导数

- 2sinθsinφ
dθ
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2

+ 2cosθcosφ
dθ
dt
dφ
dt+

2cosθcosφ
dθ
dt
dφ
dt- 2sinθsinφ

dφ
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2

+

2sinθcosφ
d2φ
dt2 - 2cosθcosφ

dθ
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2

+

2sinθsinφ
dθ
dt
dφ
dt+ 2sinθsinφ

dθ
dt
dφ
dt-

2cosθcosφ
dφ
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2

- 2cosθsinφ
d2φ
dt2 +

3cosθ dθ
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2

+32cosφ
dφ
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
2

+

32sinφ
d2φ
dt2 =0

将θ=π2
、φ=π4

、dθ
dt=-ω、d

2θ
dt2 =0代入,得到

d2φ
dt2 =38ω

2

将dφ
dt=12ω

、d
2φ
dt2 =38ω

2、dθ
dt=-ω、d

2θ
dt2 =0代入式

(1),得到

d2xC

dt2 =-58ω
2l

d2yC

dt2 =-78ω
2l

进而得到

|aC|= (d2xC

dt2 )
2

+(d2yC

dt2 )
2

= 74
8 ω2l

3 总结和变式

以上5种解法虽有差异,但基本思路相通.紧扣

杆长不变的几何约束,以及杆连接点速度、加速度的

约束关系是运用上述方法解决本题的关键.
下面再对本题进行适当的变式和求解.
变式1:如图7所示,将原题中的条件改为“当
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AB 杆以角速度ω、角加速度β转动且处于竖直位置

时”,其他条件不变,求C点的加速度.
分析:抓住AB、BC、CD 杆长度不变的约束条

件,B 点、C 点处沿杆速度分量连续的特点,以及在

不同参考系变换情形下C点加速度满足的关系可求

解.这里我们模仿解法1的步骤来求解,其他解法的

思路对于解决本题而言也同样适用,这里不再赘述.

图7 变式1图解

求解:选与B 相对静止的平动参考系.如图7,

建立以C为原点的平面直角坐标系.B 和C 相对于

地面的速度分别为

vB=ωl(cosπ4i-sinπ4j)
vC=(-ωlsinπ4)j

在地面参考系中,C的法向加速度

aCx =|vC|2
→CD

i= 2
8ω2li

B 的法向加速度为

aB法 =|vB|2
→AB
(cosπ4i+sinπ4j)=

ω2l(cosπ4i+sinπ4j)
B 的切向加速度为

aB切 =lβ(cosπ4i-sinπ4j)
在与B 相对静止的平动参考系中,C 相对于B 转动

的速度为

v′C=vC-vB=- 2
2ωli

C相对B 转动的法向加速度为

a′Cy=|v′C|2
→BC

j= 2
4ω2lj

根据平动参考系的加速度变换关系,C 相对于地面

的切向加速度aCy,B 的加速度在y 方向上的分量

aBy,C相对于B 转动的法向加速度a′Cy满足

aCy =aBy +a′Cy=(324ω2l- 2
2lβ)j

因此C点的加速度aC 满足

aCx = 2
8ω2li

aCy =(324ω2l- 2
2lβ)j

变式2:如图8所示,将原题的三杆系统上下颠

倒,设3根杆的材质均相同,且质量分布均匀,AB 杆

的质量为m.系统起始静止,并在重力作用下转动,

重力加速度为g,求起始时B 点、C点的加速度.

图8 变式2题图

分析:在初始状态,B 点、C 点速度均为零,这两

点都没有法向加速度,只有切向加速度.根据三根杆

长度不变的约束可得到B 点、C 点切向加速度与杆

角加速度之间的关系,然后利用刚体转动的动力学

关系求得杆的角加速度,进而得到最终结果.
求解:如图8所示,设BC 杆中点为M,AB 杆绕

A 点的角加速度为β1,BC 杆绕M 点的角加速度为

β2,CD 杆绕D 点的角加速度为β3.如图9所示,由于

B 点处的加速度只有切向分量,根据加速度的关联

关系得到

aMy = 2
2lβ2sin45°(无法向加速度分量)

lβ1= 2
2lβ2cos45°+aMx(切向加速度分量)

图9 B、C点分析

同理在C点有

aMycos45°+ 2
2lβ2=
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aMxcos45°(无法向加速度分量)

22lβ3=aMysin45°+aMxsin45°(切向加速度分量)
综合以上4式可解得

aMx =32lβ2  aMy =12lβ2  β1=2β2=4β3

下面继续考察3根杆转动的动力学关系.对AB
杆,以A 为转轴,如图10所示,有

F1xl=I1β1=
1
3ml2β1

图10 AB 杆分析图

对BC 杆(图11),其质心加速度满足

F2x -F1x = 2maMx

2mg+F2y -F1y = 2maMy

BC 杆绕质心M 转动的角加速度β2 满足

(F1y +F2y)22lsin45°-
(F1x +F2x)·

2
2lcos45°=I2β2=

1
122m

(2l)
2
β2

图11 BC 杆分析图

综合对AB 杆、BC 杆动力学关系的分析可得

F1x =13mlβ1

F2x =13mlβ1+32 2mlβ2

F1y =13mlβ1+23 2mlβ2+ 2
2mg

F2y =13mlβ1+76 2mlβ2- 2
2mg

对CD 杆分析如图12所示,其绕D 点转动满足

关系

22mg· 2lcos45°-F2x·22lsin45°-

F2y·22lcos45°=

I3β3=
1
3
(22m)(22l)

2
β3

图12 CD 杆分析图

将F2x、F2y 以及β1 =2β2 =4β3 的关系代入,

得到

β1=
9(6- 2)g
68l

β2=
9(6- 2)g
136l

β3=
9(6- 2)g
272l

因此B 的加速度

aB =lβ1=9
(6- 2)
68 g

方向水平向右.C的加速度

aC =22lβ3=9
(32-1)
68 g

方向沿右下方与水平方向夹角为45°.

4 结束语

本文研究了一道求解加速度竞赛题的5种方法

和典型变式.解法1~3分别从平动参考系、平动转

动参考系、转动参考系的加速度变换关系出发求解.
解法4从微元法入手,结合对速度瞬心的分析求解.
解法5建立了平面直角坐标系,对C 点坐标计算关

于时间的二阶导数并结合几何约束求解.5种解法

虽然切入点不同,但都体现了利用杆长不变的几何

约束、杆连接点速度、加速度约束关系求解的基本思

路.两个变式问题也体现了该基本思路的运用,可进

一步提升学生运用相关知识解决问题的能力.
“横看成岭侧成峰,远近高低各不同”,人们看问

题的出发点往往不同,常会对客观事物存在片面的

认识.一题多解的教学策略,可帮助学生开阔视野,

加深理解,从不同解题思路的差异性中体会物理学

的自洽之美,进而识得问题的“庐山真面目”.
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